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Dialogul PROFESOR - ELEV in rezolvarea unei probleme
(Eugen Rusu si Dilema cersetorului)

Daca tot vorbiram de curdnd despre cersetori, cunoasteti Dilema cersetorului, 0
problema legatd de mucurile de tigard? Am auzit-o pe vremuri de la un prieten si am
publicat-o prima datd in caietul de matematica P3ANT4GONIA nr 4 (mai 1999).
Aceasta este una dintr-e cele mai frumoase probleme de matematica distractiva pe
care le cunosc. lar pe langa partea de matematica distractiva, are si un factor educativ
foarte ridicat. Trebuie doar precizat — undeva, in timpul rezolvarii problemei — ca este
vorba de mucuri de la tigari fara filtru (elevii de-acum nu prea mai stiu de-asa ceva);
iar aceasta creste factorul de scarbire a elevilor fatd de fumat. Deci, iatd problema:
Un cersetor reuseste sa facd o tigard intrega din trei mucuri gdsite aruncate pe
strada. Cate tigdari va fuma un cersetor care a adunat zece mucuri?
Nu v repeziti sa raspundeti trei figari. Intrebarea este despre cate tigari va fuma, nu
despre cate va asambla din cele zece mucuri. Aici este prima capcana a acestei
minunate probleme.

*
Tn acest moment, tocmai ne-am lovit de una din cele mai mari dileme ale publicarii
problemelor de matematica: Sa dau raspunsul final, sau sid va las sid savurati
cdautarea acestuia? Daca va dau raspunsul, atunci nu veti parcurge minunatul drum de
stradanie, plin de zbucium interior, care duce la descoperirea personald a solutiei.
Acest drum poate si dureze uneori chiar si zile intregi, inclusiv noptile dintre ele. In
aceastd cautare consta chiar farmecul principal al matematicii.
Cand dau astfel de probleme elevilor, rezolvarea are loc intr-un dialog. Elevul se
gandeste dar, in cazul in care nu gaseste solutia corectda, eu ii mai pun o intrebare
ajutdtoare. Uneori, dupa intrebarea ajutatoare, Ti las pe elevi din nou o zi-doua. Apoi
reluam procesul. Aceasta se poate insa doar intr-un dialog, chiar si daca dialogul este
in scris, Intre doua persoane aflate la distantd. Dar trebuie sa fie un dialog.
Pe vremuri, marii matematicieni se provocau astfel prin scrisori cu probleme sau
rezolvari gasite personal. Cazul lui Fermat este arhicunoscut, dar si Arhimede a
practicat informarea prin scrisori asupra rezultatelor sale.
Autorii de carti cu matematica distractiva dau raspunsurile in partea a doua, la solutii,
mizand pe faptul ca cititorul are vointa si nu se duce direct la raspuns. De fapt aceasta
metoda este folosita la majoritatea culegerilor de matematica. Actualmente, la unele
culegeri partea de raspunsuri este atat de inghesuitd incat cautarea solutiei devine o
adevarata provocare. Pe vremuri, Grigore Gheba punea raspunsurile chiar langa
exercitiu, dar acolo provocarea era sa nu gresesti, nu cum se rezolva, pentru ca
rezolvarea o stiai teoretic de la clasa.
Martin Gardner, pe vremea cand publica minunatele sale probleme Tn Scientific
American, dadea solutia de-abia In numarul urmator, lasand astfel cititorilor timp de o
luna pentru cautarea solutiei.
La publicarea unei carti, insa, acest dialog de care vorbim este imposibil. El poate fi
eventual mimat de catre autor prin cei doi pasi (punerea problemei, respectiv oferirea
raspunsului), dar realitatea arati ca cititorul fuge tot mai das direct la raspunsuri. In
acest sens, Eugen Rusu Tn lucrarea Cum gindim si rezolvam 200 de probleme (Ed.
Albatros, 1972), pune chiar mai multe “filtre protectoare” in acest proces in care
rezolvitorul este tentat sd caute solutia gratuit. Astfel, lucrarea sa are cinci parti,
concepute pentru a forta rezolvitorul sa caute el singur solutia. Pentru a da un impuls
unei astfel de preocupari, culegerea nu are numai doua parti, ci patru:
1 ENUNTURI, 2 CUM GINDIM, 3 IDEEA si 4 SOLUTIA
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Tn continuare Eugn Rusu ne explici despre ce este vorba: In fata enuntului,
rezolvitorul incearca singur, daca nu reugeste, cauta niste indicatii la rubrica Cum
gandim si incearca din nou, dacd nici acum nu reugeste, cauta la rubrica 1deea si, in
fine, consulta rubrica Solutia. (Nu toate problemele au nevoie de toate cele patru
trepte; unde ideea este naturald, se trece direct la expunerea solutiei.) Culegerea mai
are si 0 a 5-a parte separatd de ductusul cartii, cuprinzand probleme oferite spre
rezolvare fard a le mai da in final si raspunsul.

Sa vedem cateva exemple din respectiva carte. Aceasta cuprinde probleme din
materia de liceu din acea perioada, dar primele intrebari merg foarte bine si la elevii
actuali da a VIll-a: desi par de aritmetica — capitol cu care incepea clasa a IX-a pana
la reforma din 1997 — acestea nu sunt deloc evidente, doud dintre intrebari avand
solutia cea mai frumoasa foarte algebrica.

102 +11% +12% +13? +14?

1 Calculati din minte numarul: N =

365
2 Priviti ceasornicul: inregistrati cat timp va trebuie:
112 127
a) pentru a pune semnul < sau > intre fractiile. — —:
) p P Jract 449 507

b) pentru a spune care din numerele: 7 13 29 41 59 67 73 divide numarul 3599;
¢) pentru a memora numarul: 1 339 117 351.
Mie, personal, cel mai mult imi place intrebarea 2b, pentru ca nu-i injoseste pe elevii
ramasi in starea aritmeticd a matematicii, care se apucd sa Impartd pur i simplu. Si
prima intebare are aceasta proprietate. Sa vedem, in continuare, cum trateaza Eugen
Rusu procesul de divulgare a solutiilor.
La capitolul 2 CUM GINDIM gisim referiri doar la prima intrebare dintre cele alese:
1 Am fi tentati sa folosim faptul ca 1 0% se vede imediat. Am pierde astfel simetria fata
de 12.
La capitolul 3 IDEEA apar deja referiri la toate cele patru intrebari:
N= (12-2)2 +(12+2)? +(12-1)? + 12+1)? +12°

365

b) 3599 =3600-1 «C) exista o regularitate in

1 Sa ne imaginam numarul

112 1
448

succesiunea cifrelor?
In final, la capitolul 4 SOLUTIA se lamureste toati lumea:

N = 12° '5+10 _2-6-60+10_,

365  360+5
112 112 1 127 127
2a) —<——="=""—<——
449 448 4 508 507

b) 3599 =3600-1=(60-1) (60+1)=59-61
C) Se observa ca succesiunea cifrelor este

13 13-3(=39) 39-3(=117) 117-3(=351)
Daca tot am ales spre exemplificare Intrebarea 1, hai sd o prezentam mai detaliat,
pentru cei care nu o cunosc. Seria de numere (10, 11, 12, 13, 14), numita suita lui
Racinski (problema Iui S. A. Racinski, in I. I. Perelman, Aritmetica distractiva, Ed.
Tineretului, 1963, pag 94), are minunata proprietate ca 102+ 112+ 122 =13% + 142,
fiind singura serie de numere naturale consecutive cu aceasta proprietate, prin
analogie cu renumitele trei numere pitagoreice care formeaza triunghiul egiptean:
3% + 4% = 52. Mai mult, cele doud sume din egalitatea de mai sus au exact valoarea 365
(numarul de zile din anii obisnuiti, ne-bisecti). Toatd conjunctura este surprinsa
minunat in tabloul “O problema dificila” din 1895 a pictorului rus Nikolay

2 Se observa ca  a)
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Bogdanov-Belski (1868-1945); tabloul poate fi gasit pe net sub titlul “Mental
Aritmetic, in the Rachinsky School”.
Revenind la problema initiala din titlu, ca sa va ajut spre un raspuns mai bun, va pun o
intrebare ajutdtoare: cdte mucuri de tigara are cersetorul nostru dupa ce a fumat
primele trei tigari?

*
Am abordat mai sus dialogul dintre profesor (cel care propune problema) si elev (cel
care are de rezolvat problema), in rezolvarea unei probleme. Acest dialog poate avea
loc Tn cadrul unei ore, sau se poate intinde pe parcursul a mai multe zile. Tn acest caz
apare 1nsa o problema delicata: elevul este tentat sa fenteze, anume sa caute solutia in
alta sursa. De obicei il intreaba pe un adult din preajma, iar acesta se simte dator sa-I
ajute, dandu-i solutia, dar sabotand, fara sa-si dea seama, procesul dorit de profesor,
anume de a pune mintea elevului la treaba. In acest sens, eu ii avertizez pe parinti sa
fie mai retinuti cu ajutatul in astfel de cazuri. Eventual, dacd doresc, pot ei sa preia
dialogul, dar in nici un caz sa nu-i dea copilului rezolvarea “mura-n gura”, pentru ca
doar 1i cultivad lenea in gandire, iar pe mine a doua zi putin ma impresioneaza daca
elevul vine cu rezolvarea facuta de altcineva.
Actualmente exista si o altd forma de a sabota stradania profesorului de a forta elevul
sd gandeasca: internetul, unde elevul gaseste, zice-Se, orice. De pilda, in urma cu doi
ani le-am explicat elevilor ce-i acela un numar perfect, pe baza primului astfel de
numar: 6 =1+ 2+ 3 (adica suma tuturor divizorilor sdi, Tnafard de numarul insusi).
Am facut ca aceasta sa se intdmple la sfarsitul orei, iar la tema le-am dat sa caute
urmatorul numar perfect, cu observatia ca este undeva pana la 50. La tema le-am mai
dat sa scrie si toti divizorii unor numere mai mari, printre care si 220 si 284. A doua
zi, la verificarea temei, urma sa vad cine l-a gasit pe al doilea numar perfect, 28, iar
apoi sa-i pun sa calculeze suma divizorilor la cele doua numere speciale, mizand pe
surpriza uriasa din momentul cand elevii vor vedea sumele respective. Apoi urma sa
le explic cd acestea se numesc numere prietene etc. Acesta era planul, dar a doua zi
surpriza a fost pentru mine, si anume una deloc frumoasa: un elev, plecand in ziua
precedenta de la scoala, a accesat internetul direct din masina, de pe smartphone, dand
spre cautare numere perfecte. L-a aflat astfel pe 28, iar apoi, de pe acelasi site a aflat
si despre faptul ca 220 si 284 sunt numere prietene si de ce. lar a doua zi, cand sa
verific tema si sa vad cum au gandit elevii, el a ridicat mana si mi-a trosnit totul
direct, taindu-mi orice posibilitate de a-i mai aduce cumva in starea de gandire
adevarata macar pe colegii sai. De atunci fac astfel de probleme gasibile pe internet in
cadrul unei singure ore, pentru a nu ma mai expune riscului.
Daca tot suntem la “exemple negative”, adica la felul in care mass-mediile noi 1i ofera
tandrului posibilitatea de a scurt-circuita procesul de cdutare a solutiei prin propria
gandire (implicand stradanie, munca, transpiratie, stress etc.), merita aici “sa scoatem
in fata clasei” cazul emisiunilor Scamschool (prezentate pe acest site printr-o postare
din martie 2016). Spuneam atunci ca emisiunea este prezentatd intr-un mod foarte
atractiv/agitat de catre Brian Brushwood; din punct de vedere comercial este perfect:
emisiunea te atrage, o urmaresti cu sufletul la gura. Asta este bine si din punct de
vedere “consumist”, telespectatorul fiind redus astfel la o pozitie foarte pasiva: el nu
trebuie sa se gandeasca la Qasirea solutiei; chiar nici nu are timp sa stea sia se
gandeasca, pentru ca emisiunea decurge in ritm foarte alert. Singurul moment cand
spectatorul are voie sd gandeasca este atunci cand i se afiseaza solufia pe ecran si el
trebuie sa o inteleagd, sa o compileze rapid. La vizionarea emisiunii la televizor inca
mai existd o oarecare protectie a solutiei, deoarece aceasta este afisata pentru foarte
scurt timp si este posibil sd nu apuci s& o memorezi, nici vorbd sid o si notezi.
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Revazand insd emisiunea pe internet, cade si aceastd barierd protectoare: poti da
cursorul inapoi §i pune pe pauza in momentul afisarii solutiei. Personal, de pilda,
trebuie sa recunosc cd nu am avut taria sa opresc filmuletele si sa caut solutia la nici
micar una dintre provocari. Este evident ci nici elevii nu o vor face. Tn prezentarea
site-ului din martie chiar Tncheiam cu un astfel de comentariu sub forma de morala
povestii: in emisiunile de pe Scam School totul decurge foarte repede si, in avantul
emisiunii, primesti si raspunsul in 2-3 minute. Astfel esti redus la un simplu spectator,
un spectator la SPECTACOLUL GANDIRII (in care altii sunt actori).
Revenind din nou la dilema initiala, dupa ce a fumat a patra tigara, cadte chistoace
mai are cergetorul, si cum procedeaza cu acestea?

*
Este evident in acest moment ca in eseul de fatd am tratat opozitia dintre cele doua
feluri de a face matematica, sa le denumim din punct de vedere al elevului
matematica pasiva si respectiv matematica activd. Nici una dintre cele doud nu apare
de obicei in stare pura, dar sa le presupunem astfel in continuare pentru a le putea lua
scurt sub vizorul atentiei.
1) Matematica pasiva o practica elevul atunci cand el sta pasiv si neimplicat, iar
profesorul “toarna cu tolcerul” matematica in el. Un caz tipic In acest sens este atunci
cand profesorul expune problema, iar apoi, pentru a economisi timp si a eficientiza
ora, in sensul de a parcurge cat mai mult material, profesorul aratd direct si cum se
face rezolvarea, aleasa desigur si aceasta cea mai eficientd. Elevul nu apuca sa se
implice; dupd ore intregi de astfel de matematicd nici nu se mai gandeste sa Se
implice. El trebuie doar sa copieze de pe tabla si sa Incerce cumva acasa s memoreze
rezolvarea respectiva. Il mai ajutd, ce-i drept, daci la tema apar exercitii/probleme de
acel tip, pentru cd va avea ocazia sa devina activ si sa se implice atunci cand isi face
tema (daca si-o face; daca se gandeste sa se uite la rezolvarea de la clasa, si multi alti
de “daca”, care, din pacate, de obicei elevul nu le cumuleaza, fiindu-i mult mai usor sa
rezolve situatia acasa, singur, cu un simplu NU STIU!). Revenind la profesorul care
“toarnd cu tolcerul” matematica in elevi, acesta uneori incearca sa-si acopere fapta de
a nu-i lasa pe elevi sa gandeasca, venind cu o intrebare retorica de tipul “ei, cum
credeti ca se rezolva aceasta?”, dupa care le da rezolvarea.
O varianta mult mai des Intilnita a acestui exemplu — care camufleazd si mai bine
“fapta” de a nu le lasa timp majoritatii elevilor sa gandeasca — este atunci cand
profesorul da problema, iar “olimpicul clasei” ridicd mana si tranteste rezolvarea. Este
evident ca si in acest caz restul elevilor sunt redusi la o stare pasiva. Uneori, colegii
mai buni vor trai o stare de uimire, transformabilad insa usor in invidie, urmata de o
evolutie a sentimentelor si a actiunilor ce tine de domeniul psihologilor. Tn foarte rare
cazuri aceasta situatie actioneaza insa mobilizator la adresa celorlalti; de obicei efectul
este opus. Un caz aparte se intdmpla atunci cand cele prezentate aici se refera la
demonstrarea unei teoreme, respectiv a unei formule. Elevii se prind destul de repede
ca acestea nu se regasesc si la tema, si oricum nu se dau la lucrari scrise. Ca urmare
nici nu le invata! Deci, aceste demonstratii — din care unele sunt chiar frumoase si
deosebit de educative — se irosesc si ca timp petrecut din ora de matematica, si ca
oportunitati de dobandire a gandirii matematice.
Este evident ca pe duratd, aceastd politica reduce elevii la o stare pasiva in invatarea
matematicii, cea mai mare pierdere fiind lipsa formarii abilitatilor de gandire specifica
la majoritatea populatici scolare, cu efecte distrugatoare la nivelul majoritatii
populatiei adulte din tara noastra. In acest moment m-am apropiat periculos de mult
de subiectul securitatii nationale si nu inteleg de ce subiecte ca acesta nu sunt
analizate mai serios de catre forurile responsabile.
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2) Matematica activa o practica elevul atunci cand se gandeste chiar el la gasirea unei
solutii la problema primita. Aceasta se intampla de obicei atunci cand apar momente
de predare prin problematizare. Profesorul trebuie insa sa o practice in mod constient
si voit: trebuie sa-i domoleasca pentru cateva minute pe cei care au gasit deja solutia,
astfel incat si altii sd apuce sa gandeasca. Dupa o vreme de practicare a unei astfel de
predari, si alti elevi capabili din clasa incep sa gaseasca solutia. Merita sa evoc aici
doud exemple din anul trecut scolar. Tntr-un caz, o eleva de clasa a VI-a gasise dupa
un minut solutia la o intrebare de constructie geometrica cu rigla si compasul. Dupa
inca doud minute, eu ne mai avand rabdare (ma presa lectia din spate), am vrut sa dam
solutia. In acest moment, o eleva a spus cu ton ridicat: numai un pic, asteptati s
gandim §i noi! OK! Am mai stat 2-3 minute, dupa care elevii au acceptat sa dam
solutia existentd. Intr-un alt caz, un elev, transferat de la o alta scoali la inceputul
clasei a Vlll-a, i-a spus mamei sale urmatoarele: La scoala cealalta luam 10 pe linie
pentru ca stiam, aici chiar ma pune sa gandesc. Fara sd-si dea seama, el se referea
atunci la predarea prin problematizare, anume ca acum nu mai primea continuturile
gratuit, ci era atras, era fortat sa le gaseasca singur. lar el, fiind un elev bun, intra cu
bucurie in acest proces de cautare a solutiei. Aceasta cale este Tnsa mare consumatoare
de timp si nu poate fi practicata tot timpul orei. Concret, predarea prin problematizare
se foloseste doar in anumite momente ale orei, de dorit insd cat mai des. Cu timpul,
dupa mult exercitiu (o luna, un semestru, depinde de la caz la caz), elevii incep sa se
obignuiasca si toti cei capabili participa activ la ore.
Cat despre intrebarea initiala, observati ca am practicat un mic joc “a la Eugen Rusu”,
ascunzand, imprastiind rezolvarea problemei pana spre sfarsitul povestii. Ca sa nu va
las “cu ochii’n soare” legat de tigarile cersetorului, sper ca ati ajuns la patru tigari
fumate si incd doud chistoace rimase. In acest moment inventivitatea cersetorului
depaseste orice limite. El imprumuta un chistoc de la colegul de dupa colt, fumeaza a
cincea tigard, dupd care i restituie acestuia chistocul imprumutat.
Dupa momentul de uimire in fata rezolvarii (ce poate fi lasat la ciateva minute),
problema permite i o analizd ulterioard: cersetorul nostru face din trei chistoace o
tigara, dupd care, dacd o fumeaza, ramane cu un chistoc. Asta inseamna ca fumatul
unei tigari de acest fel echivaleazi cu doud chistoace fumate. In acest moment
raspunsul de cinci tigari fumate devine evident, ramanand doar uimirea pentru calea
urmata in a le fuma pe toate (fara sa se arda la buze ©).

*

Pentru cei care ati avut rabdarea sa citeasca aceasta ciudata dizertatie despre stradania
de ai atrage pe elevi in procesul gandirii (in principal prin intermediul paletei largi de
probleme numite generic matematica distractiva), va ofer in final un cadou primit de
curénd de la un prieten, anume o noua problema distractiva:

Un orb (0o persoana nevazatoare) are doud pastile rosii si doud albastre, care nu
diferd deloc prin mdrime, texturd sau greutate, §i pe care trebuie sa le ia cdte una
rogie si una albastra azi, i iardsi una rosie §i una albastra mdine. Cum procedeazd,
presupunand ca nu are cui cere ajutorul?

Eu personal am gasit solutia (o solutie) la aceastda problemuta in cca. 5 minute, la o
discutie lejera in jurul focului unde se coceau vinetele pentru pus pe iarnd. Voi, in cat
timp o dati gata? Cu parere de rau (©) va anunt ca aici nu voi da solutia, nici macar o
indicatie, exact pentru a vd provoca sa deveniti activi in gandire. Trebuie sd recunosc,
insd, ca de obicei situatia nu sta asa de simplu. Odata propusa problema cuiva, dupa o
scurtd vreme acesta incepe sa se roage sa-i dai si solutia pentru ca “problema este
nerezolvabild”. lar orgoliul tau, cel care ai in buzunar si solufia, este puternic
alimentat, mai ales atunci cand “i-0 trantesti” si 1i trezesti uimirea. Atunci ai impresia
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ca tocmai i-ai dovededit ca i esti superior. Acesta, la randul lui, va oferi problema cu
prima ocazie altcuiva, alimentandu-si si el orgoliul, la randul sau. Este, intr-un fel, o
situatie similara cu spusul unui banc bun: de-abia astepti sa-l spui si tu altcuiva. Ca
profesori 1nsa, trebuie sd avem grija sa nu transformam aceste probleme in simple
bancuri, ci sa le privim ca oportunitati rare de a-i atrage pe elevi in procesul de
gandire. Pentru cei care savurati astfel de probleme, iata la pachet incd una, din
aceeasi categorie (1 + 1 gratis©), careia eu nu i-am gasit solutia, dar i-a gasit-0 fiul
meu 1n jumatate de minut:
Se dau doua sfori de lungimi egale, despre care stim urmdtoarele: fiecare arde, de
la un capit la celilalt, in 30 de minute, dar viteza de ardere de-a lungul sforii nu
este constantd (nu se stie de ce depinde vitaza de ardere pe unitate de lungime, nu
are legaturd de pildid cu grosimea poate variabila a sforii etc.). Cum se poate
mdsura, prin aprinderea acestor doud sfori, un interval de 45 de minute?
C. Titus Grigorovici
23 Aug. 2016
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