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Din nou la scoali

lati-ne din nou impreund, cu un nou caiet P3NT4AGONTA, dedicat in
mare parte geometriei. De la poezii si teorii despre trandafini, pand la arii 3i
demonstratii ale teoremei lui Pitagora, acest caiet ,musteste” de geometrie. In
asteptarea unui material ce va cuprinde toatd geometria gimnaziald, ne mulfumim
acum cu o prezentare cit de cét completa a predirii notiunii de arie.

Am incercat totusi s& nu neglijam nici latura algebricd. Pe langa faptul
c¢i sprijind intens articolele despre geometrie, algebra este prezentd in
¢.m.m.m.m.c i in a doua parte a colectiei ,,101 ecuatii cu radicali®. In afari de
acestea vi prezentim o teorie personald despre reprezentarea graficd completd a
parabolei, teorie ce dateazd din 1992, fiind publicati intr-o primd formd in
-Didactica matematicii®, vol 8.

in final va invitim la editia a Ill-a a concursului de matematica
PINT4AGONTA, adresat elevilor de clasa a VIII-a, concurs ce va fi organizat
anul acesta impreuna cu Scoala Eugen A. Pora” din Cluj in data de 27 octombrie.
V3 asteptim s vA inscrieti pAnd in data de 10 octombrie cu echipaje de cinci
elevi insotiti de un profesor corector la telefon 098 601 275.

Titus Grigorovici
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PREZENTARE DE CARYE

Egmond Colerus —,,De la tabla inmultirii la integrala”
— .. De la punct la a patra dimensiune™

Cartile lui Egmond ¢ clerus au apdrut in original in pericada
interbelica, iar in romdneste la  Editura Stiintificd in 1967, in traducerea
profesorilor S. 5i C. Teleman. Cele doud volume sunt de o valoare metodicd §i
practici atit de ridicatd, fncét studiul lor ar trebui sa fie obligatoriu in orice
facultate ce pregiteste profesori de matematica. Faptul ¢d Egmont Colerus nu a
lost matematician i-a permis o tratare degajatd i atractivd, placutd cititului,
lectura curgdnd ca un roman de la aparitia tablei inmultirii pana la integrald, de la
Thales péni la geometria celei de-a patra dimensiuni.

Ne permitem, in continuare, s citim unele idel din prefata celor doua
volume. cuvintele autorului exprimind cel mai bine gindurile sale legate de
aceste extraordinare carti.

Matematica este ca o capcand. Cel prins in ea rareori gisegte calea
care sd-1 readucd in starea de spirit anterioard. Ar dura prea mult explicarea
mativelor acestui fenomen caracteristic. De aceea vrem doar sd stabilim
consecinfele lui. Prima consecintd a asemanari matematicii cu o, capcand”
este marea lipsé de pedagogi ai matematicii. Foarte rar se Infrunesc talentul fa
matemalicd cx expunerea clard a matemeticii, De aici rezulld o a doua
consecintd, si anume , complexul de inferioritate fafd de matematicad” al unor
paturs largi de oameni instruifi saw dornic e a se instrui (...}

Am observat propriile mele suferinfe §i suferinfele colegilor mei de
seoald, de aceea am trecut la infdprirea intenfiei de o descrie felul in care am
nedit matematica intr-un stadiu relaiv incipient al formdrii melfe §i frebuie 54 md
feresc eu insumi in mod congtient de ,capcana” pe care ¢ cHROSC §i din care
peste edfiva ani nu voi mai putea iegif...)

Este cu totul nesatisficdtor, aproape nn scandal cultural, faptul ed
cititorul unei ucréri de nivel nu prea inali se afld dintr-o datd in foja wnwi nolan
de hieroglife, care il inspdimdntd si-l indepdrteaza; san cd el trebuie sd se lase
pe secmta unui numdr mic de inifiafi, care-l frafedasd cu ironie.f...)

in privul rand se intdmplit ca doritorii de cnlfurd (...) 5 doreascd sd
cunoascd lumea notiunilor |, nepldcutei” matematici pe o alld cale decal aceea
seoldreased, sd porneascd de la tabla inmmdfivii pand la integrald pe ali drum,
pentru a-3i insugi ceea ce este mai general §i, in acest mod sa ajungd la o linigte
interioard. Este posibil ca doritorii de enlturd sd aspire la mai mult. Afunci ei se
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putea ldsa, dupd modesta mea introducere, cu toatd increderea, pe ména sigurd
a {...) specialistilor §i pe aceastd cale putea ajunge oricdt de departe dori, pand
cddea in ,capcand” §i nn  mai infelege nimic din risipa de cuvinte gi din
nawvitatea mea. Acegii cititari fi mandria mea, chiar dacd ulterior mé dispreui
prafund.

Se mal poate imtampia ca scolarii 5d se serveased de cartea mea ca
de un material proscris. Pentru aceasta, rog pe lofi pedagogii sd-mi acorde
iertare §i sa nu md denunfe ca ,, corupdtor al tineretului”. Declar acestor tineri
cd, incontestabil, in cazul contradicfiilor nu (rebuie sd md creadd pe mine, ci pe
profesorul lor de matematicd.(...)

Poetul Novalis a spus: ,, Viata zeilor este matematica, Tofi (rimigii
zeilor trebuie sd fle matematicieni... Matematicienii sunt singurii fericifi.
Adeviratnl matematician este un emtuziast din . Fard entuziasm nu poate fi nici
matematicd”. M-ay comsidera fericit dacd ay §ti cd am reusit sd fransmit
cititorilor mei mdcar o adiere a acestui spirit, deoarece, din picate, ,, complexul
de inferioritate fatd de matematicd” produce, eca orice complex de acest fel,
sentimentul urii §i af resentimentului.{...) Voi incerca sd combat prin lucrarea de
Jatd repulsia faid de cea mai purd, aproape ag spune cea mal sfantd dintre toate
stitntele.(...)

Marele Leibniz a spus cd filozofia nu este decdt anticamera
infelepciunii; dacd mi se permite sd-mi apropii aceastd cugetare §i sd o aplic,
putin modificatd, la a dova mea carte, voi spune despre ea cd este ,, anticamera
geomelriei . Acolo, in inferiorul sancinarului, tromeazd loate figurile mari:
Pitapora, Euclid, Arhimede, Napier, Descartes, Legendre, Poncelet, Lobacevski,
Gauss, Riemann, Beltrami, Veronese, Poincare, Hilbert: dar in anticamerd este
nevole de un secretar pentru a indruma pe cei ce agleaptd cu nerdbdare dar plini
de respect 5d fie primifi induntru, cum frebuie 58 procedeze peniru a putea 5d se
apropie de acegti oameni mari fard a risca sd fie imediat concediafi.{...)

far acum, deoarece nu se poate altfel, dat fiind cd in matematicd nu
existd cale pentru regi, trebuie ca cititorul fmpreund cu mine 58 lucrdm
impreund, infens, pentrte a gjunge de la inmultire la integrald, de la punct la a
paira dimensiune. Sper cd, in principin, voi fi oferit posibilitatea pentru
atingerea acestul scop. Adversarii mei avea apoi cuvdntul, & ©

Viena, &8 sept. 1934 ; 20 sept. 1935 EGMONT COLERUS
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D-4LE PROFES0ORTLOR
Drama geometriei

A fost odati ca niciodatd, ¢d dacid n-ar fi fost, nu s-ar mai fi povestit,
demult, pe vremea cind elevii de azi nicl nu erau ndscuti, a fost pe vremea aceea
0 materie pe care toatd lumea o iubea. Profesorii o predau cu pasiune, iar pentru
elevi era una dintre materiile preferate. Ea se numea geometrie si era de neam
vechi si nobil; strimosii ei fiind cunoscuti din antichitate 1ar in timpul Renagteri
fiind consideratd chiar o arté.

Aceastd materie a avut si pe meleagurile noastre ca mentori o serie de
maestri care au adus-o la o popularitate si strilucire iesite din comun. Ultimul
dintre acestia a fost profesorul A. Hollinger, manualele sale reugind s3 trezeasca
in sufletul elevilor o dragoste deosebitd pentru geometrie.

Dar, iatd c¢i nori negri si grei incepeau si se adune la orizontul
geometriei. Pe alte meleaguri apdreau mari enciclopedii de matematici, ce
ordonau geometria pur axiomatic. Aceastd ordonare se trigea din ideile marelui
matematician german David Hilbert. Pentru matematicieni, aceastd ordonare
absoluti era consideratd ,,ultima frontierd” in geometrie, recunoscut fiind faptul
¢4, odati cu aparitia ciudatelor geometrii neeuclidiene, geometria clasici nu mai
oferea nici o posibilitate de extindere. Aceste ordonfiri erau realizate de citre
specialisti de vérf, pentru specialisti, studenti si profesori. Dar nu aceste ordondin
axiomatice au diunat geometriei, ci ideea de a le implanta in invitAméantul
preuniversitar. Ordonarea riguros axiomatici a fost introdusd in liceu, dupd care
acest manual a fost adaptat la gimnaziu. Dacil in liceu mai existau sanse ca elevii
si priceapd despre ce este vorba, in gimnaziu aceste sanse au fost reduse la un
minuscul £ Dacdi pe vremea manualelor profesorului Hellinger, majoritatea
elevilor intelegeau si indrdgeau geometria, Tn anii "80 doar 2 = 3, cel mult un
sfert din elevii unei clase mai intelegeau ceva. Prin "83 — "84, ¢ind am Inceput s
mi pregitesc pentru facultate, profesorul la care mergeam pentru sfaturl si
indrumiri, mi-a recomandat la geometrie parcurgersa manualelor de geometrie
de gimnaziu, pentru ¢i ,aveau problemele mult mai grele decit matenalul de
liceu”. Iar manualele alternative apdrute in ultimii ani au reusit sd definitiveze
statutul de ,,persona nongrata™ a geometriei in scoald.

Slibita fiind de aceste lovituri primite in ultimii 20 de ani, geometria a
primit la pragul dintre milenii si ultima mare lovituréi: eliminarea cvasi-totald din
materia de liceu; de acolo de unde elevii aveau in sfirsit dezvoltarea necesard de
a face gi a savura geometrie de inaltd clasa. Eu, de exemplu, elev fund in clasa
a I¥-a, am reusit o generalizare a formulei pentru aria triunghiului. Nu voi uita
niciodati entuziasmul si bucuria nemasuratd pe care le-am triit in acele clipe.
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O durere de nedescris imi umple sufletul acum, cand Tmi dau seama ci elevii de
aZl nu mai au ocazia de a cunoaste aceastd bucurie. |

_ ‘Mﬁ gandesc, cu ce ag putea compara mai bine situatia actuali a
geometriel: cu a Cenugdresei sau cu a Albei ca zfipada. Cred ci amandoua se
potrivesc; geometria a fost batjocoritd aidoma Cenugdresei de ciitre surorile s
mama wyegi, dar a fost si alungatd din-liceu ca Albi ca zdpada din caste] de
cdtre vré)itoare. Ramdne speranta in prinful care trebuie si vind, ca in povesti si
sd salveze geometria, pentru a trii impreuni fericiti, pand la adanci bitrineti,

Titus Grigorovici
= . AL L :

DIE ZWEI PARALLELEN CELE DOUA PARALELE

!Es gingen zwei Parallelen  Doud paralele-mpreuna
ins Endlose hinaus, curgeau la infinit.

zwel kerzengerade Seelen Erau de familie buna

und aus solidem Haus. cu sufletul drept si cinstit.

Sie wollten sich nicht schneiden
bis anihr seliges Grab :

Das war nun einmal der beiden
geheimer Stolz und Stab,

Visau s3 nu se separe
péand-n sufletescul mormant,
Era méndria lor mare
si singurul lor cuvént.

Doch als sie zehn Lichtjahre
gewandert neben sich hin,

da wards dem einsamen Paare
nicht irdisch mehr zu Sinn.

Dar trec ani-lumina si, iat,
vazand cum timpul goneste,
perechea insingurati

n-a mai simtit pAménteste.

War'n sie noch Parallelen ?
Sie wussten selber nicht, -

sie flossen nur wie zwei Seclen
zusammen durch ewiges Licht.

Erau 7 Mai erau paralele
abstractele lor linii ?
Curgeau, nestiind nici ele,
curgeau prin vecia luminii.

Das ewige Licht durchdrang sie, Si-eterna lumind-i sorbi
da wurden sie eins in ihm ; cu palizii-i ochi anonimi.
die Ewigkeit durchdrang sie Fierird in vesnicii

als wie zwei Seraphim. asemeni cu doi serafimi.

2 & i Christion Morgenstern
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MEVODICA
Predarea ariilor in gimnazin

Ariile reprezintd, alaturi de teorema lui Pitagora, momentul in care
elevii Tncep sd indrigeascd geometria. Aceasta in special datoritd faptului ca
acum incep in sfarsit s34 socoteasci la geometrie. Din pdcate acest frumaos capitol
a fost facut harcea — parcea de programa in vigoare, fiind pur i simplu impristiat
din clasa a V-a pind intr-a VII-a. Si, ca si cum aceasta n-ar fi fost de ajuns,
autorii de manuale au dat Anilor” lovitura de gratie prin pasaje de genul: |, Jaid
citeva elemente legate de aria unui triunghi,

Aria unui triunghi este egald cu jumdtate dintre fungimea unei fatwri
§i lungimea indifimii corespunzdtoare faturii, ...

Tearemd: Doud Iriunghinri congruente au aceeasi arie.
Demonstratie: ... "

Autorii manualului din care am prezentat citatul de mai sus, nu
considerd asa de importantd formula de calcul a ariei triunghiului, de vreme ce
nu ¢ evidentiazd in -un fel (boldire, sublimere, colorare). Nici demonstrarea, in -
un fel, a acestei formule nu este prezentati elevilor. In schimb, dupi pirerea
acestor autori, este vital ca elevii sd priceapd, cu titlu de teoremd cd doud
triunghiuri congruente au aceeasi arie; in plus aceastd teorema stupidi trebuie 51
demonstrati. Acesti pseudo-dascili n-au inteles nimic din gindirea elevului,
fiind blocati cu capul in nori. In aceasti lectie vedeta este regula de calcul a ariei,
iar elevul ar trebui s4 afle de unde se deduce aceasta. Faptul cd doud figuri
congruente au aceeasi arie este absolut evident, elevii neintelegind ce ...
profesorul.

In speranta ci mai sunt profesori interesati de o predare in beneficiul
elevilor si care au curajul de a se detasa de tiparul manualului, iatd in continuare
citeva aspecte metodice legate de predarea ariilor:

1. Aria este masura unei suprafete. Foarte sec spus, aria este un numir iar
suprafata un obiect. Este evident cii notarea ariei cu S este gresitd, acest §
sugerand suprafata, nu aria.

2.  Aria misoard cit de mare este interiorul unei suprafete (limitate de o linie
inchisi). Edificatoare in acest sens este traducersa din limba germand:
FLACHENINHALT = CONTINUTUL SUPRAFETEL inainte de a incepe si
misurdm aceastd suprafatd cste bine si dezvoltdim la elevi un simt pentru
marimea suprafetei. Deci, Tnainte de a ajunge la numere, este bine ca elevil s3
aproximeze ,din ochi® mérimea unei suprafete. Aceasta se poate face ugor
studiind figuri de forme diferite dar cu suprafete de aceeasi mérime (figuri
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echivalente). In Scoala Waldorf, aceasta se face in cadrul lectiei ,Forfecarea
paralelogramelor™. lata, in detaliu, aceasti lectie.

In figura de mai sus, decupiim o portiune triunghiulard dintr-un
dreptunghi, $i o atagiim in partea cealalts, obtinind un paralelogram. Este evident
ci paralelogramul are aceeasi mirime ca si dreptunghiul. Operatia se poate
repeta, obtindndu-s¢ un nou paralelogram cu aceeasi mirime a suprafetei.
Concluzionim:

Teoremd: Marimea suprafetei unui paralelogram nu se schimba dac3 translatim o
laturd a sa pe dreapta sup:::rt Aceastd transformare se numeste ,.forfecare a
paralelogramului™.

Dupd analiza acestui
fenomen putem lua urmitoarea
problemd, cunoscuti sub
denumirea de ,,Figura Gnomon”.

Pe diagonala [BD] a
paralelogramului ABCD se ia D
punctul P. Prin P se duc

paralelele EF || AB si HG || BC. Arftati c3 paralelogramele AEPG si CFPH au
aceeagi mirime a suprafetei.

Cerinta acestel probleme este uluitoare pentru elevi: se vede ci cele
doud paralelograme nu sunt
congruente  si totusi,
interioarele lor sunt la fel
de mari, adicA cele doud
suprafete sunt echivalente.
latA si demonstratia ce
foloseste teorema de mai
sus. Printr-0 succesiune de

forfeciri si o translatie, L
mutim paralelogramul D —
AEPG, schimbéndu-i H

forma, dar nu si mirimea
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suprafetei, pind cdnd obtinem paralelogramul CFPH: AEPG ~ IEPB ~ KIPB =

= BPHL ~ FPHC (am construit EK || BD || HL).

Ca temd, elevi pot primi sarcina de a demonstra prﬂblema ducédnd
paralelogramul prin coltul stinga-jos al figurii.

Atrag atentia cd In toatd aceastd lectie nu se foloseste deloc nofiunea
de arie. Aria ca masurd a suprafetei apare de-abia dupd ora urmiitoare.

Cu forfecarea paralelogramelor ne putem intdlni mai tdrziu, la teorema
lui Pitagora, cind elevii construi pitratul ipotenuzei din cele doud pétrate ale

catetelor. (Vezi demonstratia 1 de la pagina 11).
Intdrirea simtului pentru mirimea suprafetei se face in ora urmdtoare

prin lectia ,,Forfecarea triunghiurilor®.
Se stie cil orice paralelogram se descompune pe dlag-:malﬁ in dﬂui

‘triunghiuri congruente. Cu alte cuvinte, mirimea suprafetei unui friunghi este

jumiitate din méirimea suprafetei paralelogramului corespunzitor. Destul de ugor
deducem urmitoarea

Teoremd: Mirimea suprafetei unui trivnghi nu se schimbi dacd modificim
triunghiul, mutand un varf paralel cu latura opusi.

Folosind aceastd teoremd
putem transforma diferite suprafete
poligonale. in  alte suprafete cu
praprietiti impuse. |
Exemplul 1: Fie patrulaterul oarecare
ABCD. Transformati-I Intr-un trapez cu
aceeasi mirime a suprafetei.

ABCD ~ A BCD unde
AB || CD si AAT || BD.

Exemplul 2: Se  di un

patrulater COncav.

Transformati-I intr-un

patrulater  convex  cu : Za
aceeasi miirime a C D
suprafetei. '

Exemplul 3: a) Transformati un patrulater intr-un triunghi echivalent.
b) Idem, pornind de la un pentagon.
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ABCD — A'CD (AA” || BD).

Este important ca
aceste doud lectii, ,Forfecarea
paralelogramelor” si ,, Forfecarea
triunghiurilor” sa fie parcurse
fiecare in céte o ora. La inceputul
orei cu forfecarea triunghiurilor,
inaintea  teoremei, pe . baza
observatiei ,, diagonala Tmparte
paralelogramul in doud triunghiuri congruente”, se poate da cu elevii o
demonstratie mult mai usoari a ,figurii gnomon”. Aceastd demaonstratie nu
trebute insd datd in aceeasi ori cu demonstratia bazata pe forfecarea
paralelogramelor. Scopul nostru nu este rezolvarea problemei ci formarea unui
simt pentru transformarea suprafetelor echivalente.

3. Dupd ce, timp de doud ore, am vorbit de miirimea unei suprafete, incepem
acum i 0 §i masuridm.

Pentru a stabilii o unitate de mésuri se poate discuta citeva minute
despre acele figuri ce reusesc si parcheteze complet o suprafata: pétratul,
dreptunghiul, paralelogramul, rombul, triunghiul si desigur ,vedeta” cunoscutd
de la fagurii de albine, hexagonul. Cercurile (discurile) nu putea acoperi total o
suprafatd. Interesant este ca albinele nu-si fac fagurii hexagonali ci rotunzi: niste

AVAVAVAVAVAVAVA!
s BRVAVAVAVAVAVAVAVAVA
_ - = EVAVAVAVAVAVAVAVAY,
=—=mmm e AVAVAVAVAY,

tubulete rotunde care stivuite gramad3 se preseazi si iau forma hexagonala.

Oricare din aceste figuri ar putea fi considerate drept unitate de
masuri. Totusi experienta a ardtat ci cele mai ugoare calcule le oferd patratul. In
plus, datoritd unghiului siu drept acesta acoperd cel mai bine suprafetele
dreptunghiulare care sunt cele mai raspandite ( podele, pereti, gridini etc.).
Ludm, deci, unitatea de misurd patratul. In sistemul metric se folosesc mm?, em?®,
dm?®, m*, arul = dam?, hectarul = hm® si km2

Inaintea calculului arilor prin formule. trebuie odsitd aria unei figuri
prin numdrarea pitritelelor pe hirtie milimetrica. Pentru a se lucra eficient. se
imparte clasa in grupe (rindul A, B, C fiecare cu un triunghi, paralelogram
respectiv romb dat),
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Unii elevi  glsi, Tn timp ce numird milimetrii patrati diferite
smecheril. Fardi a le Incuraja, Tn prima fazd, acestea duce totusi la ideea de
formula de arie, ca o refeté ce inlocuieste numiritoarea grea cu un calcul simplu
si eficient. Ins4, de-abia ora urmatoare vom aborda oficial aceste formule. Pana
atunct gandirea elevilor va avea timp si se acomodeze cu ideea de arie, ca numiir
ce exprimd confinutul unei suprafete.

4. Elevii care au reusit si fenteze numdritoarca milimetrilor prin diferite
observatii avand la bazd aria dreptunghiului, acesti elevi savura descoperires
rind pe rind a formulelor de arie.

Pentru ¢ ordinea cu care suntem obisnuiti din manuale este atét de
diferitd de ordinea fireascd, vi prezentim pe scurt
aceastd lectie. v

Baza intregii lectil este aria dreptunghiului |
ce se determind logic pe baza figurii aliturate. A porni =1 EE
aceastd lectle prin definirea ariei triunghiului este una I B [ [
dintre cele mai mari gafe metodice cu putinti.

Aria patratului se determind ca un caz particular al dreptunghiului.
Impirtind dreptunghiul in dou# triunghiuri dreptunghice obtinem
cil-el

2

in acelagi stil se gdsesc formulele ariei urmitoarelor figuri:
paralelogramul (prin forfecarea unui dreptunghi), triunghiul oarecare (jumitate
din paralelogram), rombul (jumitate din dreptunghiul in care este inscris) 5
trapezul. In final se mai pot gisi doudi formule: pitratul (caz particular al
rombului) 5i rombul (caz particular al paralelogramului).

Exercitiile si problemele la acest nivel sunt inca putine si slabe din
punct de vedere calitativ. Pentru a putea lucra probleme accesibile tuturor mai
avem nevoie de teorema lui Pitagora.

5. Cu cit elevii stipidnesc mai repede teorema lui Pitagora, cu atat mai bine,
pentru i, odatd cu problemele simple in care se aplicd aceasti teoremi pentru a
calcula aria sau perimetrul, elevii incep si indrigeasci geometria.

Pentru teorema Jui Pitagora exista circa 200 de demonstratii, cele ma
multe dintre acestea fiind pe bazi de arii. Totusi nu e bine si bombardam elevii
din prima ord cu prea multe demonstratii. Una — doud ajung. Iati, in continuare,
0 posibilitate de predare a celei mai importante lectii din geometria gimnaziali.

Dupa diferite elemente istorice (Egiptul antic etc.) se poate analiza ca
~suma pétratelor catetelor este egald cu patratul ipotenuzei”, construind figura in

formula

cazul triunghiului egiptean (3% + 42 = 5%,
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Prima demonstratie poate
fi una prin forfecdiri si translatari de
paralelograme (dem. 1; paz 11).
Demonstratia a doua (pag 12) bazatd
pe forfeciri ale triunghiurilor, poate a
fi redactata si cu ajutorul congruentei 37
triunghiurilor. In functie de cum
evolueazi materia, ulterior pot fi
parcurse si alte demonstratii. il
Odatd invitatd teorema lui '
Pitagora, urmeazd o serie de ore in
care parcurgem toate posibilititile T
traditionale de calcul a ariei . sau '
perimetrului figurilor de bazi |
(dreptunghi, romb, paralelogram, |
rapeze), mai Intdi cu numere ntregi, —
apoi cu fractii si cu numere irationale (pétratul, triunghiul echilateral etc.).
Predarea teoremel lui Pitagora Ia inceputul clasei a VII-a dupd
ridicina patrat, la sfarsitul capitolului Arii, prezinti o serie de avantaje si un
dezavanta]. Dezavantajul se referd la neconcordanta cu materia pentru olimpiads.
Avantajele merg de la faptul ci toti elevii au la indeméni destul de repede cel
mai eficient instrument de calcul in geometrie (care poate fi usor completat cu
formula h = ¢; - ¢/ ip), pind la faptul ci astfel profesorii de matematicd au
siguranta cd predau ei aceastd lectie inaintea celor de fizicd (datoritd
neconcordantei programelor elevii invatd deseori teorema Iui Pitagora mai intdi
la fizicl). & @

Rezultatul intotdeauna UN U

Luati un numidr la intdmplare. Inmudtiti-1 cu el insugi, La rezultat adyraff numdrud
ales.Acest now rezultal  Tmpdrpiti-l la numdral ales §i apoi seddeyi numdrul ales.

Rezuliatul final este tntotdeauna |,

Uimirea este unul dintre cele mai eficiente instrumente ¢¢ ne stau la dispozijic pentru
atragerea elevilor citre matematicd. Pentru a uimi elevii nu trebuie s3 scoatem fntotdeavna | artileria
grea”. Acest simplu exerciliu este la fel de eficient, putind fi folosit in mod repetat din clasa a 1Tl-a,
pénd in liceu. La inceput elevii pot exersa in acest exercifiu cele patru operatii pe numere accesibile;
apoi pe numere tot mai mari. In clasa a V-a pot primi sarcina de a-] aranja liniar folosind parantezele
si ordinea efectudrii operaiilor. Urmeasd verificarea exercifiului pe fractii (ordinare sau zecimale). In

clasa  a VI-g se pot face verificin pe numere negative, jar in a Vil-a pe numere irafionale. In clasaa

ViIl-a, la operatii cu fracphi algebrice, elevil putca demonstra of rezultatul este | pentru orice numdr.
Prin venificarea pe ciudatele numere complexe le vom aminti ultima datd elevilor de acest simpatic
exercifiv. @ 9 .
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R3LUARE
Demonstratii ale teoremei lui Pitagora

Aceastd teoremd a fascinat matematicienii din toatd lumea timp de 2500 ani.
Multi dintre acestia au reusit 8 giseascd demonstrafii nol pentru marea teoremi. Unele
surse vorbesc de 200 altele de 2000 de demonstrafii diferite. Nu are nimeni pretentia si le
invitdm pe toate, dar citeva tol meritdi cunoscute, mai ales ¢ multe dintre acestea
reprezintd exercifil de gdndire deosebite. Pentru profesorin de matematicd, dar si pentru
elevil care indrigesc aceastd materie, cunoasterea citorva demonstrafil ale teoremei lui
Pitagora este obligatorie,
1. O primd demonstrafie intuitivd se bazeazd pe forfecarea paralelogramelor,
transforménd suma pétratelor catetelor, printr-o succesiune de forfecin si translatii, in
pitratul ipotenuzer (vez  predarea notiunu de ane™, in acest calet la pagina 7).

L

S . T T AT *

o - " —

2. Urmitoarca demonstratie cste atoibuitd lui Pitagora, folosind tecrema catetei

demonstratd prin asemanirile AABC ~ADBA respectiv AABC ~ ADAC,
Astfel avern AB® = BD-BC 5i AC® = DC-BC
=AB*+AC’=BD-BC+DC-BC=

=BC- (BD+ DC)=BC- BC=BC~

A
I
A
h
b
< ni{. m
B D [T o I H c
Acecastd demonstratie poate 1 evidentiata
arafic prin urmitoarele ezalititi de arii; ¢ = n'a si all 2
B =ma= = sify=cd, =

ooy 4 o5y = o) + oy deci ¢f b =2t
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Unitdti de mdsuri

MASA LUNGIME
(GREUTATE) =

— himn

L9

dag

mg

La orice transformare virgula se mutd
in sensul sagetii, la stanga sau la
dreapta, cu atdtea pozitii citi pasi sunt
de parcurs pe scara corespunzitoare.

De exemplu: m® —hm’=2-3 =6 pasi
la stinga.

CAPACITATE
ki

I BN B T EEE B N T T e A

CUNOSCUT

ARIE
Ilu:.“].
hut*=ha
dam =ar
mm Lm*
1
dm’
YOLUM
km' [ :
i
ot mm?
m
&
clam’
gl = LT TR em’
[ ]
mm®
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Farmecul pentagramei

Mistericasa pentagrami, steaua in cinci
colturi, a atras din cele mai stravechi vremuri
atentia invatatilor. Aceasta se obtine daci unim din
doi in doi cele cinel virfun ale unui pentagon, de
obicei regulat. Astfel, in pentagonul ARBRCDE,
obtinem ¢  pentagrami ACEBD. = Practic, -
pentagrama este formatd din cele cinei diagonale
ale pentagoriului. Observim aici cd pentagrama
este singurul poligon stelat care epuizeazd toate
diagonalele poligonului convex din care provine (debarece loate diagonalele sunt
de acelasi tip). Totodatd, se poate demonstra ci pentagonul este singurul polizon
care are numarul diagonalelor egal cu numirul laturilor. Pentru gimnaziu, aceasti
afirmatie poate fi argumentatd printr-un tabel de wvalori ale unei functii

f: L = D, unde L este numarul de laturi, iar D numirul diagonalelor.
_nr. laturi |3 o 3 6 7 8 9 10 etc.

nr. diagonale | 0 2 5 o 14 T S e a1

In liceu demonstrdm astfel: numdrul segmentelor determinate de n
puncte distincte, oricare 3 necoliniare, este C,°. Numirul diagonalelor unui

ﬂn—ﬂ _Iﬁ—p—zu_lﬁ—En

=11 = =

poligon cu n vérfuri este d, = C, = n = = 3 a

n®—3n

Conditia d, = n, devine: =n=n"-5n=0=n =0 n =35, ultima fiind

singura solutie posibili.

Revenind la fascinatia pentagramei,
trebuie amintit aici cd aceasta a reprezentat
semnul de unire al pitagoreicilor, avind pentru
el o semnificatie misticd. Literele scrise in
varful pentagramei formau cuvéntul ,vpn8o”
(provine din cuvintul ,onew’, diftongul
el fuind inlocuit cu 8), corespunzind cuvintului
salut, sinditate.

Putem 51 nol sd cunoastem admiratia
fath de aceasti minunati figurd geometricd (ce lipseste din programa scolard),
cercetand secretul trandafirilor. La multi dintre acestia vom putea observa clar ci

u

o ¥
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cele cinci sepale nu sunt la fel, ci, se pare, zimtate anapoda. Din evul mediu
existd citeva versuri legate de acestea. atd o traducere aproximativa din latiné:
Cinei frati sunt,
doil dintre ei birbosi,
doi nascuti fird barba,
Tar al cincilea
are barbid doar pe o parte.

Cei cinci frati sunt, desigur cele cinei sepale ale unui trandafir, iar
barbile reprezinti franjurile acestora. Pentru a intelege legitatea dupd care sunt
aranjate franjurile, am notat cele cinci sepale cu numere de la 1 1a 5. Sepalele 1 i
2 au franjuri pe ambele pirti, numérul 3 are franjuri doar pe o parte, iar sepalele
4 si 5 nu au deloc franjuri. Analizind prin comparatie pentagrama si cele cinci
sepale, observim cil sunt guvernate de aceeasi lege, ordinea in care sunt parcurse
corespunzind notirii ACEBD de la inceput. Astfel, primele doud sepale au
franjuri, numérul 3 nu are franjuri in partea ciitre numirul 1, unde sunt deja, iar
ultimele doud nu au deloc, fiind invecinate cu franjuri in ambele parti.

3%> 3§O:>J4

Ordonarea in stea cu cinci colfurl se péstreazd $i In modul cum cresc
frunzele pe tulpina trandafirului, dar acest fapt este mai greu de observat pentru
cd frunzele nu cresc in acelasi plan.

Bibliografie:-
Gerbert Grohmann — Lesebuch der Pflanzenkunde, Freiburg 1956
Mihu Cerchez — Pitagora, Editura Academici 1936
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Reprezentarea conicelor in spatiul complex
Titus Grigorovici

Totul a inceput in primadvara anului 1989 cu o intrebare stupida: in cazul
cind A = 0, ridicinile reale ale functiei de gradul al doilea se afli la intersectia
parabolei cu axa absciselor; dar ce se intimpld cu aceste ridédcini, din punct de
vedere grafic, atunci cind A < 07 Rispunsul l-am intuit dupd doui ore,
demonstratia ,,am dat-0 gata” in patru ani, iar finalizarea teoriel am reugit-o la
inceputul acestui an (2001).

In caietul P3NT4GONTA nr. 7 am studiat pe cazuri particulare
reprezentarea parabolei, cdt i a elipsei 5i a hiperbolei, in spatiul tridimensional
complex. Astfel, am observat ci orice elipsd reald are atasati o hiperbola
imaginard duald si invers. Parabola reald are atasatsi in acest spatiu tot o parabola
imaginara. In cele ce urmeazi vom studia cazul general al unei parabole, pe
ecuatia atasati functiel de gradul al doilea,

3. FORMA GENERALA A PARABOLEI

Fie ecuatia y = aX* + bX +c,unde X =x +izcua, bc € R, a#0
(considerdm a > 0) 51 %, v, z €&, X € C. Stim ¢ existd numere complexe X = x +
iz pentru care y €R. De pilda, In cazul A < 0 solutille complexe ale ecuafie
aX” + bX + ¢ = 0, ne furnizeazi un numir real (y = 0).

Pentru a reprezenta grafic parabola trebuie si cAutam toate perechile
(X; v) € CxR, adicd toate tripletele (x; z; v)ER, care verificl ecuatia initiald in
conditiile alese. zh |

Atasim functiay : D — R, i

yX) =X+ bX +c; |
yXi=yx+ig)=ax +izl +bx +iz) +c= i

—ax*—az +2axzi+bx+britc= |
—ax° +bx+c—azr +iz{2ax +b). = 0%o—mmmmmm—emlee—a- o S S

I X
|
I
I
I
I
E

Deoarece yER= z(2ax+b)=0=

2=05aU X = ~—. (1)
24

Dacdz=0= X =x €&, pe cind,

daciz#£0=x= l,jl =X = -2 4izcuz €R. Deci domeniul acestei funetii,

2a 2a
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‘ D=Eu{ —E—]; +iz | EEEE'.}CIE,

este format din doud drepte perpendiculare (una dintre ele axa Ox) din planul
complex,

Observatia 1 Cu toate ¢l X = X + 1Z; X $1 z nu variazi concomitent deoarece
trebule indeplinitd conditia (1). | |

Observatia 2 Functia y are doud ramuri, una reald pentru z = 0, 51 una imaginari

b
enlinl x = =—.,
P 2a

Astfel, dacd z = 0 = X = x 5i avem ramura yg (x) = ax* + bx + c,

yp : B — [. Graficul acestel ramurl este parabola arhicunoscutd de ecuatii z =0
si y=ax’+bx+c.
b b 2

Dacd z£ 0351 x = Sk X = -— + iz avem ramura y(z) = yy — az° ,

2a 23 :

¥y - { —EL+ iz | z EIE.} — [R. Graficul acestel ramuri este o parabold de ecuati
a

= siv=yy—azd Intr-adevar, daca X = L P,
| ad

¥R} = u(”'.‘:.% +j‘-'*)2+h{"-;: +iz) +o=...=yy -2z’

Cele doud parabole, cea reald i cea imaginard, formeazd Impreund reprezentarea
graficd a functiel de gradul al doilea. 53 studiem aceastd situatie:
Observatia3  Functia y este continud, cele doud parabole avind varful comun.

(=2 ) = ==Yy =(0) A

da
Observatia 4 Cele doudl parabole, cea realid si cea |
imaginard, sunt congruente,
Tml_'-adm-'ﬁr, ramura vg (x) = ax* +bx +c =

.j -
= a(:-: + ;'— )' + vy, are graficul congruent cu cel al
a

functiei g,(x) = ax® + vy, care la réndul siu este
congruent cu graficul g(x)} = ax® si cu graficul
g:(x) = - ax’, adicit cu graficul ramurii imaginare
Vil(z) = Yy — az”,

Pentru a reprezenta grafic cele doud
ramuri, am ales sistemul ortogonal de axe Oxyz cu axele reale Ox si Oy
(versor 1) 51 axa imaginard Oz (versor 1).

Astfel, v variazd in functie de X = x + iz € D cuprnns In planul complex (xOz).
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: *}r
In figura aldturatd am !
reprezentat grafic cele doud parabole

I
|
|
in cazul cind A < 0 s5i a > 0. \_=-_E__ i
_ =
'
i

VYom npumi parabola complex3, -
reprezentarea graficd formati din cele \ '

doufi parabole, cea reald din planul
z = 0 sI cea imaginard din planul
LI

da _
Observatia 5 In cazul A < 0 parabola
complexa intersecteazd = planul

complex (xOz) in punctele

Xiz = - J ti"ﬂ. Intr-adevir, daca

2a 2a
y = 0 e oy = azt = 0 =
2= &1. Deoarece A < 0=
i 4a
4 b
T2 =% G Y — ey =
125 5o Za
&
:-';.1 a4 = —"E-i] i |
> 2 24
Ca rdspuns la intrebarea
initiald, concluzionim c¢d radicinile |

complexe ale functiei de gradul al .
doilea se pisesc la intersectia parabolei complexe cu planul complex (xQOz)
erpendicular pe axa Oy.

ntrebarea initiald nu este insd atdt de importantd ca si1 cele doud concluzii ale
acestei teorii.

Concluzia 1: Graficul complet al acestei functii este format din cele doud

parabole, cea reali cunoscutd de oricine si cea imaginard, necunoscuti pand in
acest moment.
Concluzia 2: Multi matematicieni s-au intrebat daci existd vreo legdturd intre

planul real si cel complex, $i care ar fi aceasta. Din cele prezentale in aceste
pagini se vede cd aceste doud plane sunt pozitionate perpendicular unul fat de
celdlalt. & © '



