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Concursul de matematici PANT4GONTA

in data de 28 Octombric 2000 a avut loc a l-a editie a Concursului de
matematici PE3NT4G01A. Gazdi minunatd a fost in acest an Scoala Nr. 7,
conducerea scolii, catedra de matematici si personalul scolii crednd conditii
ideale pentru desfisurarea concursului. La sfarsitul unel zile de lucru intens,
participantii, atat profesorii ¢t §i elevii au simtit satisfactia unui lucru bine ficut,
din care toatd lumea a avut numai de Invitat.

La concurs s-au inscris 21 de echipaje (103 clevi de clasaa V1ll-a) din
14 scoli: Scoala Nr. 21; Scoala Nr. 22; Scoala Eugen A, Pora; Scoala Al
Viahuti; Scoala Emil Bob; Scoala Sf. Andrei; Liceul Gh. Baritiu; Liceul
Bathory; Liceul Waldorf; Liceul L. Blaga; Scoala Nr. 7; Colegiul tehnic de
constructii Anghel Saligny; Liceul N. Bilcescu; din Cluj si Liceul Andrei
Saguna din Turda.

Concursul a avut doudi sectiuni. La individual au fost premiati
urmdterii elevi: Locul I: Viad Bibola — $coala Emil Bob (9,60); Locul al [l-lea:
Irina Luludachi: Tonut Gherle — Liceul L. Blaga §i Paul Criciunas — Scoala
Eugen Pora (9,00% Locul al I-lea: Agnes Sehestyén-Pdl - Liceul Bathory si
Dan Poenary — Liceul N. Bilcescu (8,80). La concursul pe echipe au fost
premiate urmitoarele echipaje: Locul I: Scoala Nr. 21 (prof. Mihaela Mihut) -
81p; Locul al I1-lea: $coala loan Bob (prof. Maria Micelaru); Colegiul Tehnic de
Constructii Anghel Saligny (prof. Simona Vancea): Liceul M. Biilcescu (prof.
Oana Carbune) — 78 p; Locul al Il-lea: Scoala Nr. 21 (prof. Mihaela Mihut);
Scoala E. A. Pora (profl. Mariana Grigorovict)
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Succesul extraordinar de care s-a bucurat acest concurs se datoreazi
in primul rand regulamentulul 1 principiilor siniitoase de care am tinut cont.
Regulament

Art 1. Concursul de matematici PANT4GON1TA se adreseazi elevilor de clasa
a VIII-a,

Art 2. Matenia cerutd este cea din clasele V — VII, cuprinsii in programa pentru
examenul de capacitate. Nivelul subiectelor nu trebuie si depaseasci nivelul de
dificultate al celor mai grele exercitii sau probleme de la examenul de capacitate.
Art 3. La concurs se pot inscrie echipaje de cite 5 elevi insotite de un profesor
COrccLar,

Art 4. Concursul are doudl probe, una individuald si una pe echipe. Timpul de
lucru la fiecare probé este de cite 90 minute.

Art 5. Concursul de matematici PINT4GONTA este organizat de Redactia
Catetelor de matematici P3NT4GONTA in colaborare cu profesorii de

matematici ai unei scoll. Au prioritate la organizarea concursului scolile care au
participat la editiile precedente.
Art 6. Elevii inscrisi In concurs plitesc o taxd de participare. Din sumele striinse
organizam un bufet rece pentru profesorii corectori cit si o gustare pentru elevi
In pauza dintre cele doud probe. Tot din aceste sume se vor achizitiona premii
pentru primele locurl,
Art 7. Profesoni organizatorl, cei supraveghetori si corectori nu sunt retribuiti
pentru activitatea lor in cadrul acestul concurs.

Principii
P1. Concursul P3NT4GONTA este destinat elevilor. Profesorii trebuie si lase
orice ambitil personale de-o parte si si creeze conditii ca elevii si se intreaci prin
propritle forte Intr-un concurs cinstil.
P2, Concursul PINT4GONTA reprezintd o altermativii la concursurile scolare
oficiale, Olimpiadele de matematici au ajuns la un grad de dificultate atit de
ridicat, inct chiar §1 dintre copiii cu inclinatii matematice evidente, putini mai
fac fad, majoritatea intorcindu-se cu note mici si deceptionati de la concurs.
Pentri a evita aceastd deceptlie multi profesori Ti indoapit” efectiv cu probleme
grele pe sdracii elevi, unii parcurgand chiar in avans materia pentru a fi ,,mai
pregdtiti” in vederea olimpiadei.

Masura cea mal logici ar fi Insd ca exercitiile i problemele date la
concurs sd coboare la un nivel accesibil elevilor. Subicctele trebuie astfel
concepute incat elevii buni sd nu coboare sub nota 5, pentru a le fi incurajati
munca 31 pasiunea. Concursul trebuie s le aduci bucurie 5i nu deprimare.
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P3. Lainceputul claser a Will-a este timpul si fie luati T]1?51_:1"||:‘rﬁ pregitirea :
ordonatd pentru examern. Mc:bilizlarea pentril aceastii pregatire poate fi fiicuti cu
ucces printr-un concurs interscolar. :
:;]imllilll;:rr}ilu] clasei a 'u’llil sau inceputul clasei a Vill-a 5 :}lu.m?rﬁ.fﬁ ﬁlﬂ lum'l-f
ulti elevi un moment de desteptare, acestia incepdnd sa m_lpfmn:i:u 51 il anlengdl
sntr-adevar matematica. Acest moment de trle:—_rirﬂ matematica poate ﬂpﬂi'{:a:i {F]W-
dupi ce copilul trece din stadiul _mpn:m[nlnr concrete _hf_ st.anjlml E}Fmﬂf:'![ ;E:
propozitionale, fiind capabil sd rafionezc a:aupraﬁpr_ﬂpm:u[j}m sau l?:t'lﬂ.'ll'll_ ot
verbale ca atare. Psihologii situeazd acest moment in jurul val stel u:ile I-l_ ani {_1. u.,E;
SIntroducere n psihologia contemporand”, L. Radu, M. Miclea 5;‘-&_::1[[11, eda:t.mha
Sincron Cluj-Napoca, 1991). Geometria pland, dfr:‘ E:-:Et't'tp]}l, _F[’T“ﬁ“_’_m“”rf”f! r{:}].
adevirat de ciitre elevi doar dupil cunoagterea ¢l u!tr:gmllu 5i stipanirea gmj 1E1 {
cauzale, adicd dupd finalul clasei a Vil-a. La it cia:n s¢ f.-hs_c_rx-'u ﬂu:’l-.:r.:i‘i__m_n.i
moment, situat in jurul virstel de 14 ani, © adeviirati trezire in privinia
iT * 1. 1
fi;:"ﬂ;-'::.m‘tll;]zll motiv in aleserea momentului de desfasurare a acestul concurs E.ﬁlf
urmatorul: lisind o perioadd de uitare dupd clasa 2 ‘I.I’Il-a,lm vacania mfm:’ frlfiiu_lf
recapitulati materia la inceputul clasei a VIl-a, mmmstuﬁc_lc n_:w.m cu o fortd
mult erescutii, Luna octombrie din clasa a Viil-a este potrivitd astfel uner prime
incercar rtelor matematice. .
FE?IETLZ]?'L:?HL 10 ani cersitul in toate formele sale a ﬂ__iuns Hil F!Imué_n-': 111@111_[:1::23]11
noastrii. La inceput transporturile umanimnlz, mati Eﬁ_r::m dnnlmuic 51 :;pn:msju_rmnt |]r::
ne-au obisnuit si primim totul degeaba. Prin stabilirea unel taxe -:_’Ir: ']’L}ﬂrv’[iﬂli';lﬂﬂj il
concursul nostru, dorim si ajutim elevii a se dt:bﬁr:ﬂ.ﬂ_ﬂ de gccst obicel Eiuumim .l .
P7. Pe langa concursul individual, elevii vor participa du} aces ﬂ,“ si la n1 pro :';1
pe echipe. Justificarea acesteia este urmitoarea: t&stun!ﬂ mr:hw_u:{mh:;j 1:& :;]r:mlnymz
multe discipline scolare, educd indirect elew_t spre egoisni. Spulm_t.l ¢ EI:-I.l]].t.r!}.
arta colabordrii in grup sunt educate doar prin sporturile de echipi sau ﬂﬂtm-[:l]li
muzicale (coruri, orchestre sau ansambluri de dans). La ﬂ‘l:{:‘.:'.lf:ﬂ‘ﬁlll‘l.t c_:sewmdt:
coordonarea in echipd, completarea reciprocd 5 m:iulcnrrm mlnuulwfn pentru :.,L.'I‘ t
alituri. Prin proba pe echipe dorim sa {}f—:a'i_m :f:i elevilor pasionati de matematica
sansa de a-si dezvolta aceste importante calitifl.
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subiecte — proba individuali
PARTEA I

I. Un biscuit are pe lungime 16 dinti iar pe Ldtime 12 dinti. Biscuitul are in total
__________ dinti.

2. M, N, P s Q sunt mijloacele laturilor patrulaterului convex ABCD. Ce

condifie trebuie 53 Indeplineascii patrulaterul ABCD pentru ca MNPQ sd fic
3. {31440+1040:[150-2400:(67+53)]. 20}:395+1001 = ......

4. De ciite ori intrd, ca arie, patratul A I3
MNFQ in pitratul ABCD din figura

i
aliturata? (BEMF §i FHGN sunt pitrate). oo B _ |20 -
............................................. a I I :

| i

| |
PARTEA all-a 1 ; | M
5. Numdrul p = 3% + 3! + 3% + ... 43" {ivaress]
Aritaticlip: 13 A U S e P
6. O tdrancd vine la piatd sd vandid oud. Q

Primulut client ii vinde o jumdtate din total si incd o jumitate de ou; celui de-al

doilea chient Ti vinde o treime din total s1 Incd o treime de ou. Clite ouil a avut la

inceput dacdl 1-au mai rimas 7 oud?

7. Patrulaterul ABCD are mdsurile unghiurilor proportionale cu numerele
3, 3,7 81 15, Ariitati ci acest patrulater este triunghi.

8. ABCD este un trapez cu bazele AB=as51CD=b{(a>b)jar ADLBC. M si N
fiind mijloacele bazelor, gisiti lungimea segmentului [MN] in functie de a si b.

9. Fic ABCD un patrulater ortodiagonal (AC1LBD).
a) Ariilati cfl aria sa este egalil cu semiprodusul diagonalelor.
b} Cunoscind AD = 60 cm, BC = 25 cm, OD = 36 c¢m 51 OB = 20 cm,
O fiind intersectia diagonalelor, calculati lungimile laturilor si ale diagonalelor.
¢) Caleulati perimetrul si aria patrulaterului ABCD.
Subiecte — proba pe echipe

2 22 2

$

0,05) Yo.0(05) Yo0,0(005)

2. Ce unghi formeazi acele ceasornicului la ora 5 si 10 minute?
3.  Problema lui 1089 (vezi pagina urmitoare).

1. Calculati:
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(x=1)x+)+(y=2)* =x(x~1)+y"

2 2 e
{:-:+’3]“ +[y-1}[:,r+£]={:c —-y] 42Xy +y
5. Prin punctul P desendm cu o monedd trei cercuri care se intersecteazil doui

cite doud incd o dati in punctele A, B s§i respectiv C. ﬁuﬁm_g: Eﬁ. Cﬁlil:EL'lll
circumseris triunghiului ABC este congrucnl cu celelalie trei cercurt. (Problema

cu .moneda de 3 lei a lui Tifeica”)

4, Rezolvati sistemul:

Problema lui 1089

Fie un numdr de trei cifre diferite, de exemplu 375. Luam 1'a‘i5tumnltu}
sau 573 si le scidem. Obtinem 198, Pe acesla il aduniim cu 1'usmrmm_ﬂ sﬁu,r ﬂﬂhlcd
cu 891 si obtinem 1089, Aritati cd pentru orice numar natf.:ral din trei Eli‘id:
diferite. ales initial, efectuind calculele dupd madelul de mai sus, se obting
final acelasi rezultat 1089, , Tk el
(Observatie: in unele cazurl la scadere se obtine rezultatul 99, adicd ciflia
sutelor 0. Consideriim risturnatul sau 990, pentru a se pastra rezultatul final).
Rezolvare: Fie numérul initial abe i risturnatul sdu cba . Presupunem ca a = c.
Pentru ¢ = a se procedeazi analog. lata, in continuare, cele doud operatii din
problemil:

o i = |
1 b U= k-2 9 (1042 +
C b 510 Ve (I0+e-xm 9 (r=1-2)
Ta-1-c) 9 (10+c-a) 10 8 9
"

Din cind in cind ne putem permite si facem s?.pe::tml:q::i 1‘1‘1 ora de
matematici. 11 mai atragem pe copil ciitre aceasta disﬂ[piiiﬁt devam. ::}m ]}E’!Eﬂh‘:‘:
mult prea aridd. De exemplu, putem lua aceastd problemi in prima ord de clup‘:i
vacanti. Un elev de incredere va face calculele la tabla, profesorul sta ::u_spalteh.,
la tabld ca i nu vadi ce numir a ales elevul, 1ar clasa urmaregle JI:E:II'E-E:I!T.I.IIdl_ZI'IIEfi
calculului. La sfarsit, profesorul, care a stat tot timpul cu spatele, da, spre uimirea
generald, rezultatul 1085, il R il

La clasele mici (V, VI) este sindtos sii lasam elevil In aceasla mmire.
Nu este bine si mai lufim fncii un exemplu sau si ddm demonstralia. Doar -r]upv:
aparitia gandirii cauzale la glevi, adicd in clasele a Vl1l-a sau a “v’IIIF—u. “1l::‘ 13?;&11,
face si demonstratia problemei. lar dacd ra::a_:sl pas esle sugerat chiar de citre un
elev (,.Ja orice numdr da asa’™), cu atdt mai bine. @ @
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D=ALE PROFESORILAOR
Olimpiada de dragul olimpiadel

LNU o cunosc s existe o olimpiada
interzalacticd de matematici, dar dacd s-ar ivi
ocazia, sunt sigur ¢ romanil ar il promi care
s-ar ofert si o organizeze”

Emil Constantinescu

Ohmpiada mternationald de matematicli este o inventie romdncasca
din perioada comunisti. Primele doui editii av fost organizate de ciitre Rominia
(Bucuresti si Brasov In 1939, respectiv Bucuresti 51 Sinaia in 1960). Tine de
stilul nostru de matematicd. Pentru ¢d trebuie recunoscut, suntem cet mai Buni in
lume la probleme si exercitit de matematicd. Mivelul atins Tn acest sens la noi in
tard este mult superior fati de tot ce se practicd in scolile din stramdtate.
Problemele st exercitiile au devenit pentru noi un scop in sine. Asa cum nemtil
fac cele mai bune masini, francezii cele mai bune vinuri, japonezii cele mai bune
electronice si americanii cele mai bine vandute filme, tot asa suntem noi primiti la
exercitii de matematicd. Problema noastrd, ca tard, este ci acestea nu pot fi
expartate pe bani seriosy, pentru ci nimeni nu foloseste Tn vesl asa ceva, v
specialistin de varf produsi de Invitimantul nostru pleacii in tirile dezvoltate, pe
rratis, imediat ce au terminat scoala.

Olimpiada internationald de matematicd a avut insd §1 un important
aspect politic. Comunigtit au folosit Tn general toate olimpiadele ca instrumente
de demonstrat superioritatea acestui sistem, fald de cel capitalist. Olimpiada de
matematici le-a intrecut nsd cu mult pe cele sportive, fiind in sine o inventie
comunistd. Este de ajuns s amintim c@ la primele opt ecitin {1939 — 1966} o
participat doar tari din blocul comunist (Bulgaria, Cehoslovacia, R.D.G.,
Polonia, Romdnia, Ungaria, U.R.S.S. 51 Vietnam), 1ar de-abia a oplsprezecea
olimpiadi, in 1976, a fost gdzduitd de o tard necomunistd (Austria).

In afard de politica externii, olimpiadele de matematici au avut i un
important rol de asuprire psihicd a profesorilor. Regimurile comuniste abismunau
sit ceardt tuturor depésirea planului 51 productii record. Nemaiexistind interesul
personal specific economiei privale, regimul avea nevoie de o metodd de
impulsionare a productiel. Pe lAngd aceastd necesitate fireascd, comunismul avea
nevoie de metode eficiente de dominare a maselor. Iatd cum reuseau si
stipdneascd o tard intreagd: chiar dacd planul nu putea 1 Intotdeauna realizat sau
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depasit nu era nici o problema, pentru cit oamenti se slimgeml vinovati, Ifllltjt}'iﬂizllll
la critici si atacuri ,,de sus™, Cri, o persoand care se simte .,L,Ls:u_nu:s{:ﬂ.percuuu?a :
este multumitd daci este lisatd in pace, nu ridica pretentil 51 esic docila. Emc}
ceea ce aveal nevoie conduciitorii tirii. Nici profesorii nu au scﬁpm_dc acedastd
asuprire. Conducerile inspectoratelor si ale scolilor erau Intr-o continui gﬂaﬁufi
dupi rezultatele la olimpiade. Un profesor care nu aved asth_:l de I:'EELJL'LEIIE, era
considerat total inferior unuia cu rezultate. Tar, in cazul Lit'llllul'{:{lu.l:ﬂl'l de E?%L'.
dintre un profesor cu experientdi, de la care elevii inteleg Iﬁﬂgulr-:_, §i un pTﬂﬁt‘.miH
tinir neindrigit de clase, dar care a prins un e:lcv‘fuarr? h_un Sl LH. n:mmpz@ cu
materie, parcurgind manualele § culegerile cu doi ant nmu:u:, ?lugmam:l :m}Ir.:Ll
rezultate la ,Nationala”, dintre acestia doi este _fim af‘alra11 pr:w:ul Ii]rl:ﬁﬁ:’!hﬂj,
Tragedia este ci, in comparatie cu celelalte domenii de activitate, 1I'I1."q.t'§1:131mt'l[!.ﬂ
nostru nu @ scipat de aceastd nebunie nici dtgpﬁ .] 990, Profesorn sunt 51 acum
criticati si ridiculizati dacd nu au rezultate la olimpiade. _ ‘

$# nu fiu gresit inteles: nu sunt impotriva cun-::ursa..mln_rr_ scolare, 11:1
impotriva nivelului absurd la care au ajuns acestea la noi. 51 in trecul s¢
organizau concursuri de matematica dar acestea s-au transformal i.tl:lllr.lali]]]-ﬁl‘ltﬂ
tnir-o obsesie a invatimantului nostru. $1 Tn vest exsta concursurt, dar acolo
elevii nu sunt indopati ca la nol cu probleme $i r:w_:rci;ii. La el ::n:mlcursul este :I_’1.|:
elevilor, pe ¢iind la nol este al profesorilor. La no ﬁf]mflul esle un m:‘qlrumir,m :.Jn
ajutorul cdruia profesorul isi poate demonstra capacititile sale. !:fn el prpicsm 111
oferd asistenti si bibliografie, dar elevul este cel care stz?hmﬂ:s}te T]li'ﬂLllI:;-i
cantitatea de muncd. In timp ce in sport dopajul este interzis, in matematica
noastra acesta este chiar incurajat oficial §i premiat. .

Elevii nostri sunt efectiv dopati matematic I:Ijuﬁr pentru a aduce
rezultate olimpice profesorilor, scolilor si judetului. Tar ambitiile multor ;::mﬂ:sm:
sunt de nestivilit. Mandria de a face parte dintr-un sistem Latit de perl_m'm;u?}
(,.Elevii nostri ocupdl intotdeauna prilnele locuri la ulimpmdelu 111tc-:rna[|s:ma11le },
accastda mandrie actioneazi ca o betie, ludndu-le mintile. Problemele ﬂfﬂt‘lrlﬁ 1_::1
concursur sunt tot mai grele. La o olimpiadd nationala, in urma cu vre-o dm. ani,
a existat chiar un pariu intre profesorii ce au propus problemele: |, f‘e pariu ¢d
problema mea nu o rezolva nimeni!” Rezultatul a fost cel m_::rn}al in EiE’[TEl_ de
conditii: elevii cei mai buni din tard nu au putut rezolva nimir::.h iesind daramat .df
la concurs. Uneori mi gandesc cii ar trebui organizata o nlinjpmdﬁ _df?: matematica
pentru profesori. Mai ales ci cei mal multi nu au avut in copildrie rezultate
decschite la olimpiade. Poate asta i-ar calma. @ ©

Titus Grigorovici, 25 iulie 2000
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PREZENTARE DE CARYE
Simon Singh — Marea Teoremi a lui Fermat

Povestea unei enigme care a contrariat cele mai luminate minti ale
lumit veeme de 338 de ani.

Editura HUMANITAS. ed. a 2-a, 2000

» ptial o miarturisi Diavolul, |, ¢ nici cei mai buni matematicieni de
pe alie planete — la mare distantd de Padmant — n-au reusit s-o dezlege 7 Pii, ¢
unul pe Satwn — seamdnd oarecum cu o ciuperci pe catalize — care rezolvi in
minte ecuatii cu derivate partiale; si ping si el s-a dat batut,”

- ( Avthur Pogues, Diavelul §i Simon Flage

: Noi, profesorii de matematicii, atunci cind scriem o carte sau chiar 5i
un simplu articol, ne simtim datori sd fim cit mai rigurosi si seci. Asa suntem
noi, ne obligi traditia pe care viem si o si depisim. Este greu de gisit un
n?ntrzumticinn care sa nu scrie sec dar foarte riguros. Fiecare vrea sii arate cit de
bine stiipdneste aceastii “artd”, ciit este de tare, Majoritatea matematicicenilor
suferi de acest ,sindrom al rigurozitdtii excesive” (5. R. E.). Cartile de
matematicii in care nu deranjeazd 5. R. E. sunl de obicei cele care nu sunt serise
de matematicieni. O astfel de carte ne este oferitd de Editura Humanitas. Este
vorba de lucrarea lui Simon Singh, | Marea teoremi a lui Fermat™. Departe de a fi
un dezavantay, aceastd posturd i-a permis autorului o atitudine libers si lejerd fagd
de temele abordate, atitudine ce ar trebui si reprezinte un exemplu pentru
p!ﬂfesuri: elevii nogtri nu sunt Tncd matematicieni, iar atragerea lor spre aceasti
cl_mcjplinft trebuie facutd prin fantezie si elemente senzationale, nu i
rigurozitatea dusa la extrem.

; Pe piata roméneascd, cartea lui Simon Singh aduce s1 alte noutiti.
Intre penun_mrmele culegeri de exercitii si probleme, si tot atitea manuale 5l
lucréri ce sintetizeard materia, iatd in sfirsit o carte despre matematici, despre
frumusetea dar 3i despre ciudateniile acestei discipline, despre matematicieni si
despre viata lor. O alti noutate ar i ¢i  Marea Teoremi a lui Fermat” este o
carte accesibild chiar si elevilor de liceu. ,,Demonstratia” curge intr-¢ lecturd
placutd pdna la un nivel de culturd generald, unanim acceptat. Partea cea maj
durd a demonstratiei lipseste, pentru ¢, asa cum ne explicii autorul, existi in
lume doar cdtiva matematicieni ce o pot intelege. Sigur ci pe la noi s-au efsit

pl‘ﬂiﬂﬂ[fri deceptionati de lipsa mult asteptatei demonstratii. Acestora le suzerez
si studieze Annals of Mathematics.
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Pentru majoritatea, matematicienilor din Romfinia, nici nu este atit de
importanti demonstratia respectivii. Simon Singh ne oferdi ceva mult mai
valoros: o isloric a matematicii, din antichitate pind in vremurile noastre, scrisa
intr-un mod accesibil si atractiv. Pentru profesorul de matematicd, bombardat
zilnic de noi culegeri sau manuale, cartea oferita de editura Humanitas reprezinti
un minunat exemplu despre cum ar trebui predati matematica. Intre atatea
publicatii pline de o matematici blocatii intr-o rigurozitate respingatoare, carlca
lui Simon Singh ne prezinti, intr-un mod lejer si totusi bine ordonat, o
matematici plind de viati. Este ca si cum am da peste un diamant intr-o ariimada
de pietroaic. ] :

Spicuind la intdmplare in aceastd lucrare intilnim nume ca Pitagora
sau Euclid, Georg Cantor, Niels Henrik Abel, Carl Friedrich Gauss, Charles
Hermite, Leonard Euler etc. Povestea despre hotelul lui Hilbert sta alituri de
numerele perfecte ale lui Pitagora; legitura dintre lungimea unui riu si numarul

m urmeazdi unei comparatii intre abordarea stiintifici a unei probleme §i
demonstratia matematicii absoluti; povestea lui Hippassus, elev al lui Pitagora,

care a demonstrat primul irationalitatea lui J2 sti alaturi de numirul & prezentat
cit peste 1500 de zecimale; motivul pentru care greterul Magicicada Ji'epmnriﬁréfar
are un cichu de viati de 17 ani este prezentat cu acelasi interes ca $1 amiinunte din
extraordinara biografie a lui Evariste Galois etc.

Bucuria cu care se citesc acestea reprezintd pentru profesori un
argument n plus ca lectiile de matematicd 5 cuprindd din cénd in cind §i
elemente de istoria matematicii. Studentii sau liceenii vor gasi, pe langi o
matematici atractivii, multe biografii demne de urmat, dar 31 retete pentru ©
inviitare sinitoasd si creativa, aplicate cu succes de Andrew Wiles, cel care a
reusit in opt ani si demonstreze marea Teorema a lul Fermat.

Pe langa exemple ce arati cum trebuie predati matematica, profesorii
vor giisi o sumedenie de impresii despre felul Tn care sunt viizuti de cei din afara
acestei bresle. Incheind la fel cum am inceput, ¢a si cum in cartea lui Simon

Singh nu am gisi destule astfel de puncte de vedere, iatd si pe ccl al unui filolog,
eiisit fntr-o renumitd revistd, la rubrica de ,.carte™ ,, Profesoril de matematicd nu

s-au parut intotdeauna niste oameni care au luat contact cu o civilizatie
extraterestrii si nu si-au mai revenit niciodatd ”, Celor care nu vor si para "picati
din lund” le recomand cilduros lecturarea . Marii Teoreme a lul Fermat”™, @ &
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Pentagonul regulat si taietura de aur

Pentagonul este cea mai importantd figurd geometricd neghjatd de
programa scolard din tara noastrd. Poate datoriti aurn sale mistice, sau cing stie
din ce alte motive, pentagonul regulat si tiietura de aur sunt teme despre care
elevii nu afli mal nimic in scoald. Pentru cei interesati de aceste teme, publiciim,
Incepand cu acest caiet, o serie de lecti, care in final vor putea forma materia
pentru un curs optional de liceu (aproximativ un semestru).

Din diverse motive, subiectele nu vor fi prezentate intr-0 ordine fireasci
unui curs, ordonarea rimandnd la dispozitia fieciirui profesor.

Multumim teturor celor care ne-au oferit subiecte sau informatii pe aceasti
lemai.

O problema cu pentagoanc
Conf. dr. Horea Banea, Brasav

a) 53 se arate ca existd pentagoane inscrise intr-un cerc astfel incdt si aibi
laturt de lunginmi diferite, egale cu lungimile laturilor unor policoane resulate
inscrise in acelasi cerc,

b) Presupunand ci se realizeazi modele din carton pentru aceste
pentagoane, cale discurt sunt necesare pentru a realiza toate modelele diferite de
pentagoane de la a)?

¢) Dacid L este multimea lungimilor laturilor acestor pentagoane, 1ar D este
multimea lungimilor twturor diagonalelor posibile {de la b)), sii se giseasci

card D si card (DUL);

d) Caleulatl masurile unghiurtlor fiecirul pentagon de la b);

¢)  Construill cb rigla i compasul pentazoanele de la b).

Raspunsuri:

a) Pentagoancle trebuie sd aibd ca laturi: 1, L, s, lg, 1, motivat prin
unghiurile de la centru de mésuri: 120°, 90°, 72° 60° 51 187, care Tnsumale dau 360°

b) 12 discur; rispunsul 24 este considerat gresit Intrucit modelul de carton
se poate intoarce pe ambele fete.

¢) card D = 9 (doud dintre lungimile diagonalelor coincid).
card (DUL) = 13 cict lungimea laturin 1 coincide cu o lungime de diagonald (cea
care corespunde sumel arcelor avind drept coarde pe 15 51 L)

Fotbalul si numirul de aur

PENTAGONTA 11

o —

Vasile Grigorovici, Or. Vicioria — Bragov

Repulamentul jocului de fotbal prevede ci: _1:wi1ura de pedeapsii se -ﬂxﬂm.“ﬁ
din punctul {lﬂ"i}EdEﬂ]]Sﬂ in directia portii adverse de la distania de Hm_ fa1flf:u linia porin
(dupi 1890), iar poarta are litimea de 7,32m gi indifimea de 2.44m (dupd 1874). A

Vom arita ci aceste doud prevederi din Regulament sunt Jegate de cele

; 7 1 ;  { o 1dee”,
numiie de aut”, i ca acest fapt si fie menponal ca atare in ,,Codul de la Cambridg

claborat incepind cu octombrie 1548,

§1 MNumirul de aur. Fie un segment
acest segment in douil parli de lungimi inggale
proporiia: +

r |
(1) ATiu AD cunde AT=TB Ak == ] n
TE AT

de dreaptii notat [AB]. Ne propunem 5il Tmp:‘u'l_'m}
[AT] si [TB] astlel ncat sa [ie verificatd

Raportul AT G numeste numar de aur”, notat de catre Matila Ghyka (1881 = 1963)
; TR

- m - [ s - i ’ ] I'I'i
cu @ (de la numele sculptorului antic Fidias — sec V i.Hr). Imparjirea segmtn‘l}ﬂua [AB]
ccomentele [AT] si [TB], conform propozitiei (1) se numeste nSectiunea de ‘-:'lkll‘lh.a il

7 in continuare vom demonstra ¢ punctul T existd, st vom determina valoare:

numdrului . Dacd AB = a, AT = h. TR = ¢, cu o, b, ¢ & By, atunci relatia (1) -:l;:wm,.

b Al et L arlds s b2 e ., unde e p. Rezultd ecuatia: ¢=| E e
-: 7 b c ¥ , o b c e : |
=5~ (. Deci T existd, chiar in dublu exemplar: T € [AB] g1 T & [Al]

T interior sczmentului [AB]. Convenim ca raporiul

g —mp-1=0cud
T & AB. Alegem punctul

.

A - 1), pentru T interior lui [AL3) 51 %FL <0 pentru T Tn exterionu segmentulun [AB]
-pe 1 la
i
L | AP = l'T"'E = 1920 |n practicd . numirul
Prin rezolvarea ecualiei obtinute rezulta ¢ = ———= LG1R03398Y,,. Inp -

de aur” se considerd o = 1,618, iar % 0,615 . Initiatil egipteni $i grect numead seciiuntd
de aur” ca fiind ,impirtirea In medie § r:;:lrmm‘ulra}ie’_’, jar actuala L1+.':I3|L']|:TJI1'I.3 ﬁu 1"5*3'2}(1[2
aurea” au dat-0 renascentistii italieni Fra Luca Pacioli di Borgo (1445 = 1311[4] 51 &mef:um
da Vinci (1452 — 1519). In sccolul al ELI}{-lea,_ l:'lu:tlmw_]rlen H.m re umf?:}t e Lw“
matematicianul Martin Olm (1792 — 1842) — fratele fizicianului Georg ?‘t”."““ % :‘;-1:}_1(;,“*
farma ,.Goldenschnitt”, rimasd in uz pand astizl. ;F.culplctru- pictorii 71 :r Httfli‘-::wr-”iii '[“1-:'
timpurile au folosit numdrul de anr”. iar artistii fotografy — §1 mai NOW CAMETdE 2. -

1 ' 1 pri 2 : 1 si M3 din
~ impart lungimea, respectiv litimea cadrului prin puncte aflate la 13 51 25 ¢

7 |
] 1= 0 sz | - & iar S=0.666=0618=—.
dimensiunea aleasi. Observiam ca E:ﬂ,.ﬂﬂ =(382= 1 o ar : 5
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Mentionim cd dimensiunile cadrului de pe
filmuel fotogralic sum L= 36 cm 5i 1 = 2.4
cm, de unde LA =32=pst VL =23 =1/ ¢,

Prezentim doud monumente moderne,
la care arhitectii au folosit .sectiunea de
aur”, respectiv  numirul de au™,

Primul  este Panthéonul din Paris
(celebru pentru experienta cu pendulul lui
L. Foucault in 18531 prin care s-a
demonstrat ¢d Pamdntul se roteste in jurul
axel sale proprii — MNord-Sud) care are
lungimea fatadei L, indltimea fatadet h si
inaltimea cupolei H in urmdtoarea relatie:
L. H

—=—x= | 0I8=dq, relatie ce poale fi
s i, l ]

verificatd si pe miswdtori Gcule pe luurs
de mai sus. Deci LT = M - h, adicil L este
media geometrici intre M si b, iar valoares
raportului este numara! de aor (fig, stinaa),

Al doilea exemplu  este dat de
cunoscuta Casd albd din Washinglon D.C,
In acest caz raportul dintre lungimea L si
indltimea H a fmjader este IL/H = 3 = 3236 = 2 - g (fig. dreapta). Se poate considera si

: H .1 ] : - Segr -
raportul invers: —=—=02333=|—— , raport folosit frecvent s de artistii artelor vizuale,

By i
42 Pentagonul regulat si triunghiul de aur. Consideriim un cerc in care sunl inscrise
cele doud pentagoane: pentagonul regulat convex de laturd AB =15 = x 1 pentagrama

(pentagonul regulat stelat) cu latura AD = 1% = v. Sc observa cii: m (2ADR) = 367,
D m (XADM) = 18° 81 m (£DAM) = m (£ DBEM) = 727,
ar m (£AMIND = 90 Vom coreeta valoarea

ot i : A 31 L
raportului dintee 15 51 L5, adici ﬂ;, [hn figurd

Al
E i C rezulth ci ABDA ~ ABAN, unde [AM csie
: - A
hisectoarea -£DAB. Rezultl i E:.’_@.
AR NB
| A
R e
ooy —x R (I B
X

Fict = <, de unde ecualia devine; U —1 -1 =0
X

PENT4LGONTA |3

|++5 ¥

— care ¢sle numirul de aur. Deci e 1,618 = v, adicd
» b

raportul dintre latura pentagramel §i latura pentagonului regulat este | numiral de aw™.
Triunghiul DAB de mai. sus este cunoscut sub denumirea de triunghivl de oo™, dar
triunghiul dreptunghic DMA se numeste triunghi platonic™, dar este numit §i triunghi
druidic”, decarcce druizii (preotii celti din Galia §i Britania antica) preluasera wradigia

cu radiacina pozitivil t =

e et - ’ : Al :
cxotericii platonicii. In acest wtriunghi remarcdm rapoarfele ——=20=3230=3 3

A
Advl th | =[],3[]9=i
Al 2 3
83 Lovitura de

pedeapsi $i triunghiul
de aur. In cele ce

Urmeanzd folosim
sistemul de unitdp de
lungime englezesc,

adici vardul sau piciorul

(1 yvard = 3 picioare).

urmind  sd facem

legitura  cu  sistemul

metrie pe parcursul lucrir,
Conform Regulamentului din 1874, se prevede ¢i poarta de fotbal trebuie sa aibdi

circa & varzi iar lovitura de pedeapsil (incepdnd cu 1890) si se execute de la 12 yara.
Construim AADE cu AB = 8 varzi 51 DM = 12 yarzi, unde D este punctul de pedeapsi,

iar A 51 B buturile portii. Fie « = m{-tADB), deci %= m (X ADM) si < M =907 In AaMD,

=i

: ;. |
AM = 4 51 DM = 12; caleuliim Iz i e D

e | R
| R

%u arctg % = 18.43°% Rezultd ci poarla de fotbal se

vede din punctul de pedeapsda sub un unghi foarte
apropiat de 36° (eroare sub un grad: o = 36,867), adici

AADB de pe terenul de folbal aproximeazd foarte bine
triunghiul de aur (dublul triunghi platonic).

Concluzionim ci raportul dintre distania de la
punctul de pedeapsd D la oricare din stalpil poril de
fotbal (A sau B)Y si &imea porfil (AB) este foarte
apropiat  de numiarul de aur. Tnlr—admfﬁr, daci
AM = 4 warzi s5i DM = 12 wyarzi, rezultd ci
DA DB 12,65

= e == | 58 .
AbB iyt

L4

DA = 12,65 yarzi deci



14 P3NT4GONTA

e ce Jlovitura de pedeapsd™ se numeste Jovitura de Ia 1T m™? Explicatia consta in
Lraducerea”™ dimensiunilor date In yarzi sau picioare in dimensiuni date in metri, Se stie
¢l | vard = 3 feet (picioare) = 00,9144 m, de unde rezultd cd DM = 12 varzl = 10,9728 m =
11 m. Deci lovitura de pedeapsi, care in ,,Codul de la Cambridge” se executd de la 12
yarzi, devine lovitura de la 11 min cazul sistemulul metric continental.
$4 Dimensiunile portii de fotbal si numdrul de aur. In regulamentul jocului de fotbal
(dupi 1874) se aratii ci portile sunt alcituite din stalpi verticali, fixatl la o depirtare de
7.32 m unul de celalalt {distania interioari) 51 sunt unifi printe-o bard orizontald a ciirel
margine inferioard va fi la 244 m de pamdnt. Acestea sc oblin prin traducerea
dimensiunilor din regulamentul britanic, in dimensiuni din sistemul metric: L= 8 yarzi =
7.3152 m = 7,32 m, respectiv h = 2,666 varzi = 24377 m = 2,44 m, Regisim aici raportul

| I -
LS I = 2, sau r—‘:::ﬂ,ﬁﬂ'}nE--—, decy poarla de fotbal esle ascmenea cu

by R i

talada Caser Albe,

§5 Concluzii; Legaturile jocolui de fotbal cu numirul de aur se explicd prin [aptul ci
cei care au elaborat Codul de la Cambridge crau personalitipy din cadrul colegiilor,
profesori si studenti, care aveau cunostingit despre valoarea esteticdt a numirului de aur.
Aldturi de frumusetea joculul de fotbal,

trebuie sii vedem si ¢l dimensiunile folosite o SR 13

pe leren sunl in rapoarte apropiate de
numirul de aur, fapt care leagd acest
popular joc de monumentele Antichitifil 5
Renasterii sau de cele moderne. In acest fel
punclul de pedeapsi si poarta de fotbal
formeazii un adevirat sanctuar antic,

DA _DA _ . AB

BB ER

= Zip, cu DM = [ Im. D

e
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Proportionalitatea directd i proportionalitatea inversa

Proportionalitatea, ca fenomen, reprezintd una din noutitile majore cu
care se intdlneste elevul in clasa a Vl-a. Este un fenomen natural ce are o
legfturd clard cu practica. Din picate aceastdl legiturdi s-a cam pierdut In unele
lectii. latd citeva exemple:
1. In manuale si culezeri se giisesc o sumedenie de probleme care cer a se
fmparli o cantitate Tn pirfi direct proportionale cu anumite numere date
(x + v+ z=258s5i(x, v. 2 ~ (a b, c)). Rezolvarea predatdi de obiceil elevilor sc
bazeazii pe proprietatea girului de rapoarte egale: %=ﬁ=%=-—:;: Cei ma
multi dintre elevi nu inteleg in profunzime aceastii proprictate aga ca invata
rezolvarea mecanic. Dovada n acest sens o reprezintd frecventa ridicata cu care

,. ; : e gL B 1L o T
apare in rezolvarl wmitoarea gregealdl —+ =+—=—7>"—.
a b ¢ a+bsc

O rezolvare mai  accesibild  gindirii  elevilor este urmitoarea:

A }Iuizk::-;-.'.=L:-;1'.:-!:]-;-h;;ﬂ.:k-ﬂzﬁ*}:-]-j,’-l-:-::f::‘:‘-"l-:[:1+|:}+13}=3,1.':{:53

a2 b ¢

poate rezolva usor ca ecuatie. Totusi nici aceastd rezolvare nu pitrunde clar
fenomenul proportionalitiitii, ¢i se bazeazd mai mult pe o serie de artificii de
calcul algebric, Prezentatd insd intr-o formd mai primitivd, aceasti rezolvarc
poate face lumind Tn gandirea elevilor. latd, exemplificat pe o problemi:
Exemplul 1: Trei prieteni cumpird impreund o roatd de cagcaval, astiel: primul
pliteste 45.000 lei, al doilea 27.000 lei lar al treilea 18.000 lei. Ajutati-i pe cei
trei prieteni sd-5i imparti cascavalul proportional cu suma plitita de fiecare.
Rezolvare: Trebuie sa impirtim 360° direct proportional cu numerele 45, 27 si
18. Cascavalul a costat 90.000 lei. Ne imagindm ci-1 impértim in 90 de parti
(felii}. Primul va primi 45 de piirti, al doilea 27 de piirti iar ultimul 18 parp, care
in total compun roata de 360°, Vom scrie:

A=43p A=45-4°=180°
B=27p deci B =27 47 =087
C=18p C=18.4°=72°

360°=90p => p=4°
2. O adevaratd gafi apare la predarea proportionalititii inverse: faptul i
numerele x, v, # sunt invers proportionale cu a, b, ¢ se exprimi prin sirul de
£

rapoarle cgale %=+=T in realitate asa cum proportionalitatea directdi sc
a b o

R s .~ P3NT4GONTA |9

reprezintd prin egalitatea de rapoarte i=%=—"3 , tot asa proporfionalitatea inversa
il L

se exprimi prin egalitate de produse x - a =y - b=z - c. Sirul de rapoarte prezentat
in manuale a ajuns , vedetd” pentru ci reprezintd o modalitate de a aplica si aiei
mult indriigita proprietate a sirului de rapoarte egale. Faptul ¢ii proportionalitates
inversd se reprezintdl printr-un produs constant, se poate Intelege clar printr-un
exemplu bine ales:

Exemplul 2: Opt muncitori sapi o giidini in 12 ore. In céte ore vor siipa eridina
a) 4 muncitori; b) 6 muncitord; ¢) 18 muncitori?

Rezolvare: 4 muncitori au nevoie de timp dublu, adicsi 24 de ore. 2 muncitori vor
avea nevole de 48 de ore iar un singur muncitor ar siipa gridina in 96 de orc.
Putem spune ¢i aceastd grading necesitd 96 de ore de munci. Acestea se vor
impdrtt la cati Inuncitpri vor fi la lucru. In cazul a 6 muncitori, acestia vor lucra
cile 96 : 6 = 16 ore. In cazul a 18 muncitori, acestia vor lucra ficcare 96 ; 18 =

5—= 5h 20 min. Observiim clar cd toalii rezolvarca se bazeazi pe pistraren

i
3

constantii a produsului: 8- 12=4 . 24=6-16= 18 - 5.

3. Un al treilea moment de ,predare impiedicatd” il reprezintd problemele
rezolvate prin regula de trei simpld. Elevii nu primese repere clare dupi care si
stabileasch tipul de proportionalitate din fiecare problemi. lar apoi, rezolvare [n
cazul proportionalititii inverse nu este deloc justificatd in unele manuale.

In cadrul unei proportil putem avea ori ambii numiritori mai mari ori
ambil numitort mai mari. Un raport supraunitar si un raport subunitar nu pot
forma o proportie. Acesta poate i un criteriu clar de stabilire a tipului de
proportionalitate: la proportionalitatea directii géisim In schema de la regula de
trel simpld o aranjare normald pentru o proportie (de exemplu ambii numiritori
mai mari decdt numiforii), pe cind la proportionalitatea inversi vom intalni
intotdeauna false ,proportit” (adicdi un raport supraunitar si unul subunitar). Sa
exemplificim in ambele cazuri:

Exemplul 3: Un elev rezolva 24 de probleme in 3 zile. Piistrind ritmul de lucru,
in cite zile va rezolva 80 de probleme?
Rezolvare: P e A e

Bl e e e By,
Este clar ¢ii la 80 de probleme are nevoie de mai multe zile, adici x > 3. Sigetile,
aritand ciitre numirul mai mare. stau la fel deci avem de rezolvat proportia

24 3 : e .
e = x = 10 zile (am avut proportionalitate directa).
b
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Exemplul 4: Un automobil parcurge distanta dintre doudi localititi in 3 ore
mergind cu viteza medie de 60 kin/h. Ce vitezi medie ar trebui sii aibi pentru a
parcurge aceeast distantii in 2 ore?
Rezolvare: LT T e A 60 kmsh |

2IOTeR S, e x km/h Y
Este clar ca in al doilea caz trebuie si meargid mai repede, adicii x = 60. Sigetile,

care aratd intotdeauna numdrul mai mare, nu stau la fel, adici ,eesalitatea”

ghpiale, R i : : :

=== din aceastd problema este gresiti (nu este o proportie), deci avem o

a M

proportionalitate inversi. Deoarece trebuie sd avem produse egale, putem rezolva

ecuatia 3 - 60 =2 - x. Dacdl dorim ins o rezolvare ct mai aseminitoare cu cea de

la proportionalitatea directii, putem inversa unul din rapoartele din egalitatea
i 60 : : - Rl

falsdi —#~—, pentru a avea o proportie, pe care apoi o rezgl\,.ri'im:?:E,-_;
= X -

x = 90 km/h. Faptul ¢l aceastd din uwrmia egalitate este adeviratd, rezultd din

egalitatea produselor de mai sus. Analog, se poate face si o scurtd demonstratie

pe cazul general, pentru aceasti metodi de rezolvare:

4. Chiar dacii nu mai sunt in programi, proportiile derivate ramin o temi
tentantd, atat in clasa a VI-a, cit si la recapitularea din a VIIl-a. Demanstrarea
proportitlor derivate pe bazi de adunare sau sciidere se face in manualul vechi cu
ajutorul valorii raportului. Folosind operatiile cu fractii putem da o demonstratie
il a: bilie d_ a+b c+d

mult mai simpld: 2=2 |+ 1224 =S010 2 2 205,
b d b d b d

3. Unul dintre exercitiile cele mai ciudate din acest capitol este urmiitorul:
du = 3b
Sa+2h

1 d i
=a-bh=c¢-d= l=[E (raportul El a lost inversat).
L %

¢
cle.

- Y n 2 : :
Exemplul 5: Stind ci ]iz;, calculati valoarea raportului
bl

Acesl

exercitiu reprezinld o enigmd pentru cel mai multi elevi. De ce? Pentru ci el
calculeazd valoarea raportului cerut pentru a = 2 51 b = 3, obtin rispunsul bun si
nu inteleg ce au gresit, Chiar dacd infeleg ci a si b pot lua si alte valori, nu vor
pricepe de ce rezolvarea lor nu este buni. Doar au ajuns la rispunsul corect.

& &
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Reprezentarea conicelor in spatiul complex
Tiins Crizorovici

Totul a inceput In primavara lui 1989 cu o intrebare stupidi; In cazul A =0,
ridacinile reale ale fimctiei de gradul al 1-lea se afli la miersectia parabolei cu axa
absciselor; In cazul A <0, unde se afla riidicinile complexe faja de parabold? Rispunsul
l-am intwit dupil doud ore, demanstratia am ,dat-o zata™ in patru ani, iar finalizarea teorici
am reusit-o la inceputul acestui an (20017, Tnd, in premiesd absoluld, aceasti teorie.

1+ P.!'t lt fll'l.H[:]I.l .'.'l.

s AL, i e X s - =T
Fieecualiay = ax™ «=x" == cua=0; cazul a < 0 se va discuta similar,
ub '

= Suntem obignuili cu reprezentarea grafici a solutiilor reale ale acested coualil,
adicd pentru y = 0. Pentru a studia reprezentarea gralicii gi in cazul complex, gencralizim

ecudia: y=aX" == X'=L cuX=x+zicux vz R

ad
|,_

- " II.I
Dacliy=0= }-.l_:=iu[‘—=.~:,1E [, A
il h

iar punclele (xp. v) $i (x5, v) formenz
cele doul ramuri ale parabolei din planul real (xOy).

Daciiy <0 = X ,=2i :izj-x,,r—_']l,
= 2
e punctele (2 ¥) § (22 v) formeazd cele dousd
ramuri ale unei parabole din planul complex (20y).

Mentionez ciamnotateu I={i.-zlz e R).
Si studiem aceasta paraboli.
MNegliand factorul imaginar i, oblinem:

. _.: 4
2 1. et
e = ki L |1 = i-:|-=i|||j=- = 4 55
] Py
= P e—— ='.=-1|-=-:|;,l'_:_ ja""-;??f-"":
Aceasta este ecualia unei parabole congruente A
cu prima, cu acelasi virf, dar cu ramurile in fﬁi;f::’
Jos, situatd intr-un plan complex, perpendicular ;fjff
pe planul primei parabole, 4#}%«*’
4
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Pentru a incerca un prim rispuns la

intrebarea inifiald putem deplasa ecuafa ¥ 1

y = aX” in sus, pentru ca parabola realit si nu

mai atingd axa absciselor. 1‘1:,1-_1_-‘-_‘-_:_.'::: [’
Fie y = aX* +c, cu ¢ = 0. ¥ ——2=
Ridacinile functiei atasate se objin F :*:’:T_'%f
pentrt y=0=aX 4c=0=

a L . L .
DN E—— =2 KT E =07,
] iil !

Se vede ¢ rildicinile complexe
ale functiei de gradul al 11-lea se afli la
intersectia dublei parabole (real-imaginari)
cu planul complex al absciselor (xOz), plan
ce este perpendicular pe axa ordonatelor Oy,

Cu aceasta am rispuns i
unei alte intrebdri vehiculate in lumea
matematicienilor: care este legitura ntre
planul real si planul complex cum stau acestea

unul fatd de celalalt? Rispunsul este clar: axa
imaginari este perpendiculari pe planul real,
deci cele doud plane sunt perpendhculare.

Demonstrarea teoriei pe cazul
general y = aX® + bX + ¢ 0 vom prezenta in
urmiditorul caiet PANT4GONTA . Si studiem
in continuare si celelalte doud curbe conice.

-
Ml &

Z. ELIPSA SI HIPERBOLA

Dacs la parabold am lucrat cu ecualia cunoscuti de la fupctia de gradul
al Tl-lea, la elipsd si la hiperbold vom folesi ecualiile particulare cunoscute din manualele
de peometrie analitici.

b ¥ b
- - 1 W ) X i
Fie hiparbola x—,--ﬁ:l <= Z ——1 reprezentatd in planul (xOv). Am
:.L_ ?_ L ILl-l

inlocuil §i aici vy cu Y = y + zi i am obtinut:

= ¥i o xf iy ]
- il

punclele (x, v} 5i (x. v2) formeazi hiperbola reald 7o planul real (xOy).

=3
S
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. e Wi, f % : i
Daci |.'{|-?-".'.1::- oz = .,—'lli[:|=:"i-=il |——Ell =Y=i-z:ck In acesl
iy ¥ iE

caz oblinem punctele unei elipse imaginare in planul complex (xOz), pentru ci, neglijind

. I i i 5 ]
' . : A AE X e
odevineg —=% 1 - — G ez |

Iy 0 il b

: : : . Zi : X
factorul imaginar i, ecuafia Fiil | ——
=

Aceasta este evident ecuatia unel elipse in (xOz).

Pe aceastd reprecentare gralicd se evidentiazd extraordinar de clar dualitaten
dintre hiperbold 51 elipsi; hiperbola reald are ca duali a sa o elipsd imaginard situatd intr-
un plan perpendicular [ald de planul hiperbolei; aceastd elipsd imaginard atinge hiperbola
reald in varlurile sale. In mod similar, o elipsi realii va avea ca duali a sa o hiperbold
imaginarid. Pentre aceasta se pot reface calculele pomind de la ecuatia unei elipse.
[nteresant, din acest punct de vedere, este laplul ci parabola are drept curbi duald of o
parabold. Ca o uliimi observalie, se vede ¢l cercul este dual in acest sens cu hiperbola

echilateri, & @



