RASPUNSURI

I. 1) 426,4; 2) 4,56 mm; 3) 7744 cm®; 4) 24% 5) 300; 6) 24.000; 26.000; 30.000
lei; 7) mem®; 8) —244/5 9) 15 cmy; 10) a) M=27; T=32; b) m=864; d=1; 11)i)
F; ii) A.

IL. 1) 10; 2) 12ml; 3) 234,6; 4) xe{0,1,2,3.4,5}: §) a 8-a =i; 6) 3 ori; 7) 1175
8) (10-m)/4=1,715 m™; 9) a=19; 10) a=5; b= -5; i) 0; ii) -50; 11) a) 1/2; b) 1/3;
¢) 1/5; d) 710; e} 1; £} 0; 12) b) AB=52; BC=25; CD=39; DA=60; AC=63;
BD=56 cm; ¢) P =176 cm; A=1764 cm” .

HI. 1) 7/25; 2) 3960 kg; 3){4}; 4) 17; 5) 21°36°; 50°24; 108% 6) 7128 lei;
7) 1,98 em?; 8) 0; 9) 12; 10) a) F, =4/5; F, =3/4; b) 2; ¢) 37,5 %; 11) 90; 91.

IV. 1) 1999; 2) 33,(3)%; 3) 3,16; 4)144+2cm; 5) 74; 6) 7: 7) (a-b)%; 9) 12 cm;
10) a) my, =9,6; b) 64 %; 11) i)a) impar; ii) nu existi; b) 14 si 15;
12) a) A=C=90% B=75% D=105" b) AB=AD=8: BC=4./6:CD =4 2cm:
c) F=4[4+«E+JE cm A=16(2++/3) cm®.

¥. 1) 2h 17min 36sec; 3) 7/17: 4) a; 5) 1; 7) -74; 8) 55°; 9) la prima;
10) i) a=23/8Q\Z; i) a=-1Z\N; iii) a=2145(,5+1)/4e RQ 11)-56; 12)
a) BE=15; EC=30; DF=60; FC=40 cm; b) A.gp =1350; Acgr =600; Aggrp =750
em”; €) hagrp =12; happ =36; hepr =24 cm.

V1. 1) 1; 2) 28; 3) 175,2 cm; 4) 500 m; 6) 325.000 si 65.000 lei; 7) 6x+4; 8) 4;
9) 14 sau 16 ¢cm; 10) i) a=10; b=10; 11) n={28;42:84}; 12) a} 10 cm; b) h=MN;
¢) 100 cm?,

VIL. 1) 2748 m; 2) x=4; 3) 1296: 4) 54°32797: 5) 54% 54°% 72%6) 281.600 km®;
7) 20%; 8) 230769; 9) (a -b)/2; 10) 9/4; 11) 719; 1439; 2159; 2879; 12) i) 45°
ii) 4 cm; 2 cm.

ISBN 973-9195-38-1
Editura TRIADE 1999

NUMARUL 4 - MAI 1999

PSNT4GON1TA

CAIET TRIMESTRIAL
DE MATEMATICA



CINE VOTEAZA CU REFORMA ?

De cand a inceput reforma, Ministrul Educatiei Nationale,
Domnul Andrei Marga se straduieste sa introduca, printre multe altele si
autonomia la toate nivelele. Un aspect aparte al acestel autonomii este faptul
ca ordinea predarii lectilor nu mai este obligatorie. Cum pot fi insa rearanjate
lectiile fara a incalca ordinea logica a fenomenelor studiate si ce motiv ar avea
cineva sa facd schimbari?in caietul de fatd va prezentdm un astfel de exempiu
pentru predarea fractiilor zecimale cat si motive in favoarea sa.

Totodatd va prezentam si un exemplu de transformare a celei mai

serioase matematici intr-o joaca. $i daca tot veni vorba de joaca, pentru cei cu
inclinatii practice, oferim Instructiuni de realizare a unui interesant abajur

avand la baza icosaedrul regulat.

Revenind la reforma invatamantulul, una din noile cerinte, de care
trebuie sa tina seama dascalii, de exemplu in cadrul orelor optionale, este
interdisciplinaritatea, Frumoasa idee, unul dinire exemplele cel mai des
intalnite In acest sens fiind poetul-matematician lon Barbu. Dar cafi profeson
se incumetd in acest domeniu? Pentru cei domnici de asa ceva, Tn paginile
acestui caiet, matematica se impleteste armonios cu istoria, filosofia, desenul
sl lucrul manual.

O tema aparte a matematicii este reprezentata de inegalitati, ele fiind
eliminate total din viitoarea programa de gimnaziu, dar ramanand desigur in
zona de interes pentru viitoarele tematici ale orelor optionale. In caietul de fata
va prezentdm o frafare a acestel lectii care incearca s& imbine accesibilitatea
cu statutul de vedeta a olimpiadelor.

Nici pregatirea examenului de capacitate nu a fost uitata. Astfel,
oferim absolventilor claselor a Vil-a un set de teste recapitulative In vederea

adaptarii la cerintele clasei a Vill-a.
SUCCES!

Numerele de-a lungul istoriei (2)
Dece ?
Echerul geometric
Corpuri platenice (3)
101 inegalitati
Fractiile zecimale - predarea nofiunii prin intrebari
Dilema cergetorului
Teste pentru clasa a Vll-a
Acest caiet a aparut cu sprijinul imprimeriei PRINTEK, Cluy]
Comenzi, sugestii si propuneri sau teme de abordat sunt asteptate la
adresa redactiei: Titus Grigorovici, str. Fabricii nr. 9, ap. 27, 3400 Cluj-
MNapoca, sau la Editura Triade CP 1-400, 3400 Cluj-Napoca.
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NUMERELE DE-A LUNGUL ISTORIEI (2)

Cum au apirut numerele §i denumirile lor? Cum priveau camenii
in timpurile stravechi aceste bijuterii ale inteligentei omenesti? Iata citeva
intrebiri la care elevii zilelor noastre asteapti rdspunsuri de negasit in
manuale.

Incercénd si gisim originea cuvintului cifrd ajungem la ebraicul
SEPHIRA insemndnd lumind, strilucire. Doar cu inteles secundar apar
numerele. Demne de observat sunt si inrudirile cu ebraicnl SEPHER
insemnand carte si cu grecescul SPHAIRA pentru sferd. Prin acest cuvant
se sublinia izvorul de lumini reprezentat de numere. Mergénd mai departe
prin diferite culturi, gsim SIFR in arabd, ZEPHIRUM in latinad si CIFRA
in roméind. Se poate observa si Inrudirea cu cuvéntul CIFRU(CIFRAT)
pentru o scriere secretd subliniind privilegiul de care beneficiau la origim
cel care stipaneau scrierea numerelor.

Astizi, cind copiii invati sd socoteascd in gradinifd, iar din clasa I
rezolva ecunatii, ne este foarte greu si Tnjelegem acele vremur strivechu.
Tratarea din zilele noastre a numerelor ar f1 fost privitd in antichitate ca o
adevarati barbarie,

latd un exemplu ce poate clarifica cele afirmate mai sus : din cele
mai strivechi timpuri oamenii au mpartit numerele in numere cu so0t %
numere fird sof. Cele cu sot erau considerate numere femeiegti iar cele fard
sof numere barbitesti. Plutarh (46-120 d.Chr.) ne explici: “La impérfirea
numerelor in doud péirti egale, numerele cu sof se evidentiazi, despérfindu-
s in doud pérti intregi, las&nd In sine, intre ele, un spatiu liber de primire.
Impartind un numdr fard sot in doud pirt intregi egale, riméane intotdeauna
in mijlocul siu un rest capabil de reproducere. Numgrul impar are fati de
cel par, in plus, puterea reproductivi, pe care o pistreazi 51 la
imperecherea (adunarea) cu unul par *.

Ce vor 53 spuni aceste fraze, este clar : numirul 6, de exemplu, se
desparte ca sumi 6=3+3 fiind un numir femeiesc, pe cdnd numirul mmpar
7=3+1-3 este numir barbatesc. In ultimul caz riméne in mijloc unitatea
initiald ca un fel de falus reproductiv, pe cénd, in primul caz, acest loc
riméine liber, gata de primire.

Astizi suntem inclinafi si zimbim la astfel de gandun, dar grecn
antici le tratau foarte serios.
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O idee asemfnftoarc gasim in Egiptul antic, in legaturd cu
triunghiul sfant (triunghiul dreptunghic cu latunle de 3.4 51 5).
Barbitia - cateta verticald de 3 era reprezentati de
Osiris, feminitatea - cateta orizontald de 4 era
reprezentatd de Isis, iar ipotenuza niscutd din cel 5
do1, de fiul lor Horus. Din aceasti cauzi, spre 3
deosebire de simpla adunare de mai sus, operatia
3* + 4° =5" din acest triunghi era considerati ca o T
operatie sfanti.

BIBELIOGRAFIE
ERNST BINDEL - DIE GEISTIGEN GRUNDLAGEN DER ZAHLEN, 1938
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DECE ? :

De ce se folosegte scrigrea 2 /12 in loc de 12:2? Aceeayi
intrebare se poate pune §i la divizibilitatea polinoamelor.

De fapt divizibilitatea inseamnd impdriirea exactd. lar impdrtirea,
de cénd lumea §i pimdntul s-a facut de felul 12 : 2= 6 si nu 2 /12 =6
Scrierea cu “[ *, care inverseazi ordinea naturald a deftmparfitului 5i a
impartitorului, Il derufeazd fotal pe elevi, pe ednd scrierea cu 2" poate fi
uyor infeleasd ca o impdrtire exactd(un punct in plus).

Asgadar de ce nu se foloseste scrierea 12:2? DE AIA!

ddaanaasdddphiddiddnnabdbdlidddiandesabdddb

ECHERUL GEOMETRIC

Instrumentele geometrice cunoscute de oricine §1 folosite la noi in
tard (rigla, echerul isoscel, echerul cu unghiuri de 30° 5i 60° , raportorul si
compasul} sunt cunoscute din antichitate .

in Europa de Vest se foloseste, insa, de céteva zeci de ami un
instrument perfectionat care inlocuieste toate instrumentele in afard de
compas. Denumirea sa este ECHER GEOMETRIC. In cele ce urmeazi vi
prezentdm acest instrument deosebit, cit si modul in care se foloseste la
diferitele constructii goemetrice .

In afard de raportorul imprimat, acest echer mai are céateva
elemente de bazi: paralele la ipotenuzi ce usureazi enorm construcha
dreptelor paralele; dreapta ce uneste mijlocul ipotenuzei cu punctul de la
90" care usureazd desenarea dreptelor perpendiculare; gradatia pe
ipotenuzid pornind din mijloc in ambele sensurl, aceasta ajutand la gasirea
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ﬁﬁj locului unui scgment,_ia constructia figurilor simetrice, dar mai ales la
desenarea bisectoarei unui unghi fird a folosi compasul.
in urmatoarele figuri sunt prezentate constructiile enumerate mai sus. (e

cumpirat in papetirii sau la depozitele RTC.)

Direpte
perpendiculare

Bisectoarca unui unghi Figuri_
simelrice

Keprozentarca
punctelor Tn plan

Constructia
riunghiurilor (L.U.L)
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CORPURI PLATONICE (3)
.- Mariana Grigorovici
Titus Grigorovici

V. PLATON, KEPLER SI CORPURILE PERFECTE

Desi erau cunoscute de citre pitagoreici, istoria eclor cinei corpuri
perfecte a ajuns la apogeu odatd cu filosoful antic Platon (c.428-343
i.Chr.). Acesta era convins de importanta geometriei, cerindu-le elevilor
siii sl 0 parcurgi inainte de a fi primifi in Academie.

In dialogul siu * Timaios ©, Platon pune cele cinci corpuri in
legaturd cu elementele cosmice ale lumii, focul, aerul, apa, pdméntul si
materia cerului. De atunci ele se numesc corpuri cosmice. Astfel, Platon a
stabilit pentru acestea urmitoarele legituri cu elementele cosmice:

Cubul - Pamantul

Tetraedrul - Focul

Octaedrul - Aerul

Icosaedrul - Apa

Dodecaedrul - Materia cerului

Admiratia pentru aceste corpuri $1 penfru geometrie, in general, s-a
pistrat si in Eval mediu cind geometria era consideratd una dintre cele
sapte arte. Odatd cu Jobannes Kepler (1571-1630) cele cinci corpuri
cosmice au o revenire spectaculeasi. Purtind in suflet convingerea
mostenitd de la Platon cd lumea este construitd dupd o geometrie perfecta,
Kepler se loveste de o consecinti frapantd: existd doar cinci corpurl
perfecte si exacl sase plancte (atitea erau cunoscute la acel moment). Inci
din antichitate se considera ci planetele se migci pe niste sfere de cristal.
In lucrarea sa “ Mysterium Cosmographicum © publicatd in 1596, Kepler
stabileste ca, intre cele sase sfere de cristal sunt inserise cele cineci corpun
perfecte. Existd numai cinci corpuri cosmice 5i cinci intervale intre planete.

Era imposibil de crezut cd aici este doar o intimplare 51 nu un
aranjament divin. Se poate stabili astfel distanta dintre orbitele planetelor.
Ele trebuian si fie distantate astfel incit cele cinci corpuri si se potriveasca
exact in intervalele dintre sfere, ca un schelet invizibil.

Accasti teorie se potrivea destul de bine cu observafiile existente
la acea vreme, Kepler gésind urmaétoarea ordine de inscriere: Sfera lu
Mercur in octaedru in Sfera Venus in icosaedru in Sfera Pamént in
dodecaedru In Sfera Marte in tetraedru in Sfera Jupiter in cub in Sfera
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Saturn. Cu aceasta, Kepler sublinia inci o datd cosmicitatea celor cinel
corpuri. $i intr-adevr, in mare teoria pérea corecta.

. P e i
7 el

5l

Mai tirziu, dispunind de observatiile astronomice riguroase si
exacte ale lui Tycho Brahe, Kepler a descoperit neconcordanta teoriei sale
cu realitatea. El s-a pomnil si dovedeascd faptul ca sistemul solar este
construit ca un cristal perfect in jurul celor cinci corpuri divine, dar a
aritat, spre marea sa tristete, ci sistemul este dominat de nigte curbe lipsite
de noblete, clipsele.

Tot de la Kepler ne-a rimas §i urmitoarea clasificare a corpurilor
perfecte.

Cubul si  octaedrul
formeazd o pereche, ca sot si vV F M
sotie; la fel dodecaedrul s1

icosacdrl. .TEE?Edrl{l f'aci: TETRAEDRU 4 4 Q
pereche cu sine iInsusi. Ce s3 | E T

intelegem din aceastd noud tcorie CUB | & X 6 12
a lui Kepler? Analizénd numarul OCTAEDRU | 6 o 17

de wvArfuri, fete si muchii,
observim urmitoarele, la cub gi DODECAEDRU |20 2 30
octacdru, spre exemplu: unind . X

centrele fetelor unui cub obtinem e Rl 12 20 30
un octaedru; unind centrele
fetelor unui octaedru, obfinem un
cub.
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Acest principiu al duplicititii sau polaritdfii se regaseste si la

perechea dodecaedru-icosacdru. Unind centrele fetelor unw tetraedru
obtinem tot un tetraedru.

feminin masculin

Meritd si amintim aici si de Leonhard Euler (1707-1783), care a
giisit o legiturd uimitoarc intre numerele vérfurilor, fetelor s muchiilor
unui corp: V+F=M+2. Aceasta poate fi ugor verificatd §i pe cele cinc
corpuri platonice.

V1. ICOSAEDRUL

Asa cum spune §i denumirea sa (in limba greaci, ikosi =20), acest

corp are doudizeci de fete triunghiuri echilaterale (vezi coperta ).
g
a*y3 = :‘:ﬁ2 J3

4

Aria sa este deci: A=20-

Construirea icosaedrului din carton reprezintd un deosebit
excrcitiu de imaginatie si indeméanare. Iati doud variante de desfagurare
dupa care poate fi tiat cartonul (trebuie adiugate “urechile”™ de lipire):

Icosaedrul poate fi construit si din betigoare (de exemplu betigoare
igienice de pe care s-a indepartat vata de la capete, prin care se trece afa cu
ajutorul unei sirme; sunt necesare 42 befigoare). Astfel, legind trei
betisoare cap la cap, obfinem un triunghi echilateral. Continufnd
constructia, cu inci trei betigoare obtinem un tetracdru regulat. Adaugand
in continuare bete se obtine in final un icosaedru regulat.
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a) DESENAREA ICOSAEDRULUI
[ath in continuare pasili de parcurs

pentru desenarea acestul frumos corp:

1}  desenam cercul &'1(O,R) 51 cercul I
&0,r), raza r fiind gisitdA cu
ajutorul sectiunii de aur descrisd pe
larg In numirul trecut al Caietelor
PENTAGONIA;

2} in &, inscriem hexagonul regulat
ABCDEF;

3) trasdim’ segmentele [BB,]. [DIDy].
[FFi]eu B,,DyF, &7 5 6i B1e[BO],
D, e[DO], F, e[FOJ;

4} deseniim triunghiul B, D, F ; i

5 unim B, cuAsiC,DycuCsiEiarF, cuAsiE. mxﬂ"'——ﬁl_*—.ﬁ

by ABAJUR - ICOSAEDRU

Cei indeménatici vor putca confectiona si un abajur deosebit bazat
pe ideea de icosaedru. Pentru realizarea sa procedati astfel:

Decupati dintr-un carton subfire gi deschis la
culoare doudizeci de discuri cu diametrul de 20 em.
In fiecare inscrieti un triunghi echilateral. Aceste
triunghiuri vor fi fetele vittorulul icosaedru. indoiti
apoil cartoancle pe laturile triunghiurilor. La doud
dintre fete decupati discul inscris In triunghi,

;ﬂiiitﬂf giurile de aerisire ale abajurului(cercul '

Pentru asamblare suprapuneti cite un segment de disc de la fetele
aldturate (pirtile intunecate din figurd), fie lipindu-le,fie capsindu-le de-a
lungul laturilor triunghiurilor. Aceste “urechi” de carton vor iegi in afara
abajurului crednd in final o senzatie de sferd. Trebuie avut grija ca cele
doud triunghiuri cu giuri de aerisire si fie asamblate diameiral opus.

In final montati in interiorul siu, central, cu ajutorul unui schelet de
sirmi, un bec destul de slab (25-40W) pentru a evita aprinderea abajuralui.

BIBLIOGRAFIE:

1)  ERNST BINDEL: HARMOMIEN IN REICHE DER GEOMETRIE, STUTTGART 1964

2)  ARTHUR KOESTLER: LUNATICI, HUMANITAS 1595

3)  EUGENIUSZ RYBKA: PATRU SECOLE DE DEZVOLTARE A GANDIRII COPERNICANE,
EDITURA STINTIFICA 1974
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01 INEGALITATI
; L hMaria Breckner

Mariana Grigorovici

Aceasld temd are in gimnaziu un statut aparte, ca neaplrind ﬂxplit_:it
in programi dar fiind studiatd de-a lungul celor patru ani in diferte
momente, mai ales in preajma olimpiadelor. ﬁ

Inegalititile cu nedeterminate (cu litere) de care ne vom ocupa in
articolul de fat se preteazi a fi studiate dupa ce elevii au facut cunogtin{a
cu calculul algebric, inclusiv cu formulele de calcul prescurtat.

Lectia se poate incepe cu constructii de inegalitafi deoarece
descori dovedirea unei inegalitifi presupune ghicirea drumului care a
condus la aceasta. Bineinfeles ci pot exista mal multe cii catre acecasl
incgalitate. Pentru a descoperi o inegalitate trebuie plecat de 1{:}1 relatil
simple, evidente 1a nivelul claselor de gimnaziu, de exa?nplu {auP}'Eﬂ_ saLl
inegalitatea mediilor— care §i ea are ca start prima relatie. Sa ludm primul
exemplu:

1) (a-b)’ 20 = a>-2ab+b* 20

(b-c)* 20 = b*-2bc+c*20

(c-a}z >0 = ¢’ -2acta’ =0

insumind cele trei inegalititi si impartind totul 1a 2 =

—a? +b® 4c? =abitbctca, o inegalitate remarcabila dar cu fotul
neevidenti. Atragem atentia asupra faptului ¢ inegalitdtile cerute nu
frebuie s fie evidente deoarece copiii n-ar intelege ce se doreste de la el,
Incgalitatea pleacdi de la ceva evident §i prin operatiuni mai mult sau mal
putin simple se ajunge la o situatie neevidenta. | ]

Desigur, inegalitifile se pot dovedi §i pornind pe calea inversa,
adicd de la ceea ce se cere a fi demonstrat spre o relafie evidenta. Sa
exemplificim pe urmitorul set de inegalitati.

2) INEGALITATEA MEDILOR .

Pentru doud numere pozitive a £b se poate dovedi urmatorul gir

de inegalititi: a<m,<m,<m,<m<b, s e dab
egalitatea fiind indeplinitd penrtu a=b, unde am nofat : = 1 a+b
+ ciarih
(media armonicd), My = Jab (media geometricd — proporfionala),
2 2
: A~ +b : AT
M= < :b l:II'I.E:'I.'.llEi ariimetica) 51 Dy = \/ 5 {:'I'I'I:E'I:hﬂ Pﬁﬁ'ﬂtlﬂﬂ}.

o
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34 dovedim pentru exemplificare relatia m, > m, <

a+b
e

= Jzﬂ 2&>a+b224/ab . Ambii membrii fiind pozitivi, putem

[

ridica la pitrat: < (a+h)’=dabes a*+2abtb’=dabes a2 ab+b >0(a-b) =0
ceea ce este evident,

Asemindtor se demonstreazi $i mg; =2m, respectiv m, =m,
Acestea vl le 1asadm ca tema.

Din acest sir de inegalititi se poate lua oricare pentru a o
transforma intr-o noud inegalitate.

Folesind m, = m,, pentru orice numir a > 0 st inversul siu 1/a,

I

d +

Azﬂh-l
2 ]

3% Ascmanator , pentru = sl 12 . 8¢ poate obtine %+ LA , pentru
a a

3)
obtinem:

-E-f:.:s-a+~1—22
i
a

orice numere a sl b pozitive s1 nenule,

Desi nu se poate calcula in gimnaziun media geometrica a mai
multor numere, inegalitatea medulor rimane valabild s1 In acest caz. S&
luam o hpliuaﬁe a relatiel m, = my, pentru trei numere.

4) Fie numerele %, v, z > 0. Din m, = my, =
:}x+_f_’f“'_'_.z.:_bl :i 1¢}{:{+y+}:{l+l+£]29
3 1 ol S R
T

o inegalitate surprinzitoare dar simplu de demonstrat.
47) Daci adaugim conditia xty+z=1, obtinem o noud megalifate:
o bl | . Rl fmy 91 1
=429, Asifel dc inegalitifi s numesc
XEay i .
INEGALITATI CONDITIONATE pentru ci sunt legate de anumite relatii
obligatorii (aici xty+z=1).
3) O altd inegalitate condilionati este urmitoarea:
Daca a,b,c £ R astfel incit a>+bi+c’=1, si se arate ¢i _% < ab+ be+ca <1
A doua inegalitatc este imediatd deoarccc 1= +b*+c’zabtbetea (vezi
exemplul 1)
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Pentru prima se procedcazi asemanator:

3o g
.| il -1
I=aZ+h" +c° = — S <ab+bc+cal?

si trecem in al doilea membru toli termenii, obinand 0 < (atbic)’ (A)
6) incercati si demonstrati in mod aseménitor urmétoarea inegalitate:

Dacia, b, c e Rsi a*+b™+c’=3, atunci —% <ab+bc+ca<i.

7) Cateodats folosim conditia datd si o inlocuim in inegalitate pentru
a face verificarea. Si exemplificim pe urmitoarea situatie:
Daci atb+e=0, atunci (-a+ b + c) - 4(a~b+c)a+b-c)20
Din conditia a + b + ¢ = 0 obtinem egalititile b + ¢ = -a;
atc=-b; atb=-c.
inlocuind in relatia cerutd obtinem: { - 2a)* — 4( - 2b)( - 2¢) 20
& 4at- 15bc2ﬂ1:4 si folosind a=-b-c¢ = (-b-c)-4bc=0.
Fgalitatea are loc pentru b=c=-a/2.
8) Alte inegalitdti sunt ceva mai complicate gi necesita folosirea altor
inegalitdti cunoscute, Spre exemplu:
Daca atbt+c=6p atunci a*+b™+c’212p°
Ridicand la patrat ambii membri ai egalitifii at+b+c=6p obtinem
a*+b +c’=36p°-2(ab+betca).
Dar ab + be + ca<a’+ b*+ ¢’ < —(ab + be + ca) >—(a*+ b’ + )=
= 22+ b2+ 22 367 — 2(a%+ b+ ¢)) & 3(al+ bP+ ) 2 36p° | 3 =
& a* b+t =12p° |
INEGALITATI GEOMETRICE
Daci nedeterminatele sunt laturile unei figuri geometrice, apare o©
categorie aparte de inegalititi conditionate de existenta figurilor respective
si de relatiile care existii intre ele. Astfel cuncagtem ci trei numere pot
reprezeta lungimile laturilor unui triunghi dacd oricare dintre ele este mail
mic decit suma celorlalte doui. Sa exemplificam:
0)  Si se arate cd in orice triunghi de laturi a, b, ¢ are loc inegalitatea
a*+b*+c < 2(ab+betea).
Din cele exemplificate mai sus avem:
a<btc |.a=>a’<abtac (1)
b<cta | b = bicbetab  (2)
c<ath | ¢ = ¢’< acthe (3)
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Insumand (1), (2), (3) membru cu membru oblinem inegalitatea

cerula.
10) Dacid a, b, ¢ sunt laturile umn triunghi, s3 se demonstreze ci

| b2+cia’ < 2be.
Din at+b+c>0 si a<bte < bic-a>0 = (atbic)(btc-a) »0) &
e bietat>2be (1)
Din b<et+a < b-c-a<0 si c<atb < b-cta»0 = (b-c-a)(b-ct+a)<0
o (b-cy-a’<0 o b +cha’<2be  (2)
Relatiile (1) 51 (2) ne conduc la inegalitatea ceruta.
11) S& se arale ci iIn orice paralelipiped dreptunghic are loc
inegalitatca
d> P¥3  unde d este lungimea diagonalei iar p este semiperimetrul
&
paralelipipedului (semisuma muchiilor sale). In ce caz avem egalitatea?
Daci a, b, ¢ sunt dimensiunile paralelipipedului atunci
d=va? +b? +c? iar p=2(atbrc). e
Din inegalitatea mediilor: m;<m, = : '*'2 s \Iﬁ 5 1}3 il

Dar El.j—i_fl-]-ﬂ-:E:}"EE—:‘*dE

Existd, desigur si alte categorii de inegalitati, studiul complet al
acestei teme, chiar si la nivel de gimnaziu, putind umple o intrega carte.
Noi ne oprim aici §i vd propunem spre desfitare demonstrarea urmatoarelor

inegalitat.
1) Si se demonstreze ci pentru orice numere reale a si b au loc:
a) {.%1L+1t:-]2 < 2(a*+b%) |
b) (a-b)’ £ 2(a*+b%) g)al+—=22 ;a#l
a
L-'") a~ +b” E[ﬂ+ h‘J" ].1.] 3[1+E|-1+ﬂ.4} ey |:1+EL+ELE}E
2 2
7 4 - 29 2
2 4b” Y a b a:b
d) gty 3‘:(-—-—ﬂ b) i} v : = 2 a,bz0
2 2 (a‘+h“)_ {a +b (a'+l:r‘)
¢) (atb)y = 4ab
2a 1 I 1 1 1 1
1= N e b e Bk ——
£) 1+a’ ) a2b?  bie® c¢%a? a‘be ab’c abe
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2) &rﬁtﬂﬁ ca:

a+b__ Za a-b)
e i i e b =0, ¥ a.b =0
O R e ) L=
¢} Wa,b,c >0 are loc ﬂ+b+b+ﬂ..1-c+“gﬁ

c a b e 3

1 I 1 l I By’

d) pqi'l‘+ﬁ+2+-~-+2—p}5j“?’p::l ) 8 ; E(a; ],“G’a}h}ﬂ

3} S$& se arate ¢d daci a,b.c sunt numere reale pozitive, atunci
3(ab+betca)< (atbrc) <3 (a’+b™+c”) < Iatbic) .

4y Si se demonstreze ¢i ¥ a,b,c,xy,zeR au loc

a) {33+h31-¢3}{:.;'~’+}.r1 +z }E{a:-.:+h}r+¢3]3; b) 3{az+b1+c3}?2{a+h+f:]3

5) Arftati céi oricare ar fi numerele pozitive a,b,c au loc:

a) (a+b)(b+c)(cta)=Babe: b) (ab+1)act+1)bct+1)=8abe

&) Daci x+y=2 atunci x*+y =2 5 :{3+y122

7) Fie ab,e>0 astiel incat atbtc=l, atunciva +b +4c €2 .

a+b) _a’+a’b+ab® +b’
&) Daci a,beR astfel incat a+b>0, atunci: ( 5 ] = i

9y S& se arate ci daci a,b,c>0 astfel Incdt a2 +b% +c* =4fabc  atunci
a+b+c 2 24/abe 1
10) Daci x,y,zeR astfel incit x+y+7=9 sa se arate ¢i x+y'+2227. In ce
caz are loc egalitatea?
11} Sa se determine valoarea maximi a raportului dintre un numdr de
doud cifre 51 suma cifrelor sale.
12} Daci a.b,c sunt laturile unui triunghi, si se demonstreze ca:
a b C
e =3
bh+c-a c+a—-b a+b-c
13) Sa se determine dimensiunile paralelipipedului dreptunghic avind
lungimea diagonalei dati i a cirui arie totald este maximi.
14) Si se arate ci dacd intr-un paralelipiped dreptunghic diagonala d
este ce mult egald cu unitatea, atunci aria § a acestui paralelipiped este
cel mult egali cu 2 unitai patrate. Cand aria poate fi minimi? Dar egald
cu 27
iﬁj Fie 0,A.B.C patru puncte astfel incit QA 1OB.LOCLOA si sc noteazd
a=0A, b=0B, ¢=0C. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Dacd OH=1 s

se arate cd abe=a+btc.
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FRACTII ZECIMALE
PREDAREA NOTIUNI PRIN INTREBARI
Titus Grigorovici

“ 84 facem s3& teacd totul prin filtrul
convingerii elevului, 58 nu-1 bigim nimic
in cap pe baza autoritifil § incredeni in
spusele altuia™.

MONTAIGNE

Prelegerea, adica predarea prin prezentarea de cétre profesor a unel
teorii “afigate” direct pe tabli, asigurd la matematicd parcurgerea unei
cantitifi mari de materie in timp optun. Materia poate fi predatd riguros
insa este rareori inteleasd complet de cétre elevi, In majoritatea cazurilor
fiind necesar un ajutor ulterior pentru intelegerea lectiel. Iar daci aceasta
este prezentatd infr-un mod mai abstract, intr-un limbaj cal mai corect,
rezultatul predirii ajunge si fie dezastruos.

Problematizarea, Invitarea prin descoperire s§i  folosirea
conversatici vor salva elevii de la o ord plictisifoare, plind de o matematici
de neinteles.O variantd extremd a acestei forme de invitare este predarea
prin intrebari.Acestea, daci sunt bine alese, vor orienta elevii pe drumul
dorit, dascilul aviind doar rolul de “regizar din umbra® al lectiei. Elevii vor
avea impresia ci descoperd singuri materia, fapt ce va duce la rezultate
deosebite in infelegerea g1 Insusirea el. In general se foloseste conversatia
frontald, elementele lectiei fiind descoperite inductiv sau prin analogie.
Intrebarile trebuie astfel puse Incét elevii si poatd rispunde pe baza unor
cunostinte anterioare sau a unui rationament nu prea complicat (in functie
de nivelul fieciruia). Pasii logici dintre doud intrebdri trebuie sd fie
accesibili clasei iar parcursul ales cit mai apropiat de istoricul descoperirii
lemei respective.

*

Astfel incepea articolul meu despre predarca numerelor complexe,
prezentat in numirul 2 al Cajetelor PENTAGONIA din Aprilie 1998.

in cele ce urmeaza va prezint pe scurt modul in care am predat
Capitolul “Fractii zecimale” la $coala Waldorf din Cluj. Iatd insa catcva
preciziri inainte de lectia propriu-zisi. Elevii iegeau pe rand la tabla,
fiecare avind de rezolvat un nou exercitiu ce prezenta o noud situatie. Cu
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citeva exceptii, am folosit deci conversatia individualid. In functie de
dificultatea intrebarilor scoteam elevii mai buni sau mai slabi la tabli.

Parcursul ales al lectiilor s¢ aseamana oarecum cu istoricul temei si
are avantajul cd elevil descoperd singuri tot capitolul. Precizez aceasta
pentru cd, veti vedea, ordinea lectiilor pare haoticd fatd de cea cu care
suntem obisnulfl.

Pentru inceput profesorul tine un foarte scurt cuvént de introducere
in care scrie fitlul capitolulul si explich ce inteleg camenii mari prin fracti
zecimale. Apoil, fard a l&murt deloc nofiunea, iese la tablad primul elev,
avind sarcina si efectueze o adunare:

LECTIA T
PROFESOR: Az vom incepe studiul fracpilor zecumale. Acestea sunt
numere de forma:

275: 0.5:; 134.2; ete.

53 vind primul elev la tablda s& faci wmitoarea adunare:3,27+21,3
(Profesorul o scrie pe un rdnd)
ELEV 1: 3,26+
213

53,9
PROF.:Dupd cum vezi al adunat unitatile de la primul numir cu zecile de
la al doilea. Incearci si corectezi!
EEEV1: LT

21,3

24,57
PROF.: Asa este corect. Care ar fi regula de ordonare pentru adunarea
fractiilor zecimale?
UN ELEV DIN CLASA: Alinierea trebuie ficuti astfel incit virgulele si
stea una sub cealalta.
PROF.: Observim ci nu mai aliniem la dreapta c1 dupi virgunld. S3
calculeze cineva urmitoarea suma: 1225+ 30765+ 1376+ 431
ELEV 2:

12,25
3,0765
137.6
431
5839265
PROF.: Foarte bine! Unde este virgula la un numir intreg?
UN ELEV:Dupa numir, de exemplu 431,

- Tp— e -
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PROF.: §i dupi virguld ce putem scrie?
ELEVUL: Un zero 431,0.
PROF.: Perfect; sau mai multe zerouri. Putem spune ci numerele au dupa
virgula zerouri in buzunar. 53 facem si o scidere, de exemplu 32,61 - 9,85
(Un elev face scdderea la tabld, apoi.)
PROF.; 5i luam acum altd scadere: 21,5 - 3,14
ELEV 3: 21,5 -

3.14

7

PROF.:Nu ai din ce si-l scazi pe 4. Ce putem face?
ELEV 3: 53 punem un zero dupi 5. Asa putem efectua scaderea.(dpoi o
efectugazd).

{Mai wrmeazdi cdteva exemple, inclusiv de felul 29 - 575 sau
300+30+3+0,3+0,03+0,003, iar apoi tema cuprinzdnd adundri §i scéderi)
LECTIA W (dupd reactualizarea prin cdteva exercifii ji scrierea
rezultatelor principale din lectia I n caiet )

PROF.:Si incercim, In continuare, urmitoarea impértire:
ELEV: 26,42 : 2=13,21 {Elevii pun virgula natural dupd ce au cobordt
prima cifrd dupd virguld).
PROF.: Urmeaz3d impéarfirea 27,52:72
ELEV: 227.52=:2=13.76
PROF.: Si luiim impértirea 27,31 :2

{Aici elevii isi vor aminti cd dupd 31 mai existd zerouri, "in buzunar '}
PROF.: Vine randul unei impértiri importante, intre doudi numere naturale
care nu sc¢ divid. (Profesorul va alege un exemplu care nu duce la
periodicitate).
ELEV: 21:5=4,1

20

_1 =
PROF.: A pune restul dupa virguld este una dintre cele mai mari gregeli. La
exercitiul precedent am vizut ci putem continua i o impértire care nu se
termini “exact”. Ce trebuie si facem? |
FLEVUL: Si coborim un zero de la 21,000... . Rezltatul este deci
21:5=4,2
PROF.:(Dupd cdteva exemple de fixare). lata o alid impartire: 257,6 : 10
ELEV: 257.6 : 10=25,76
PROF.: Ce observati?
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ELEVIL: Virgula s-a mutat la stdnga.
PROF.: Bine. 53 luim acuma 257 : 10
ELEV: 257 . 10= 23,7
PROF.: Numarul intreg 257 are virgula dupi unitifi si nu se scrie. Daci
virgula se muti la stinga atunci se scrie.
PROF.: Stim ¢ impdrtirea a doudl numere se poate scric sub formi de
fractic ordinard. De aici deducem urmatoarea egalitate:

=2l 25,7

10

(Urmeazd cateva exemple de control cu 100 gi 1000).
PROF.: Putem, desigur, scrie §1 in sens mvers:

I 376m 1D
1000

LECTIA 1 ( dupd reactualizarea prin exercitii gi scrierea rezultatelor

principale din lectia Il in caiel):

PROF.: Lucrim deja de cateva zile cu fracfiile zecimale, desi inci nu am

facut cunostinti cu ele. De exemplu, nu cunoastem cum se numesc cifrele

de dupi virguli. Iie urmitoarea impértire:

ELEV: 3:10=03 3

PROF.: Din egalitatea <5 =03 deducem ci prima ciftd dupi virguld se

numesle zecime.

(Este posibil ca ideea sd vind de la elevi. In continuare apar la fel gi

sutimile §i miimile.)

PROF.: S& efectufim in continuare 51 o inmultire.

ELEV: 2,7« 3,1d4=? (Elevil granjeazd ca la adunare.)

PROF.: S3 folosim un drum ocolitor, pentru a g3si o reguli. Si

transformidm in fractil ordinare!

ELEV: 3,7.3,14=E.§1_‘1=E1%=
10 100 1000

PROF.: Ce observam?

ELEVIL: Inmultirea fird virguld s-a ficut normal. Reznltatul are la partea

fractionard atifea zecimale cite au impreuna cele doui fracfll inmulfite.

(Urmeaza alte exemple cu inmmultivi,, cum ar fi: 37,0 « 12; 37,6 « 5;

(0,31 0,04 etc.)

LECTIA IV (dupd umele exercifii, discutarea lectiilor precedente i

scrierea rezultatelor principale din lecfia 1T )

PROF.: Efectuati 25,76 « 10 (Elevii calculeazd.) Ce observali?

3,478
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ELEVIL Se muti virgula la dreapta cu o pozitie.
PROF.: Dar dacd inmultim cu o suta?
ELEVIL 25,76 « 100= 2576, = 2576. Virgula se muli peste dous cifre la
dreapta.
PROF.: Ce se intadmpla la 10007
ELEVIL 25,76 « 1000= 25760 etc.
(Dupd cdleva exercitii in care se compard inmultirea si Impdrtirea
Jractiilor zecimale cu 10, 100, 1000)
PROF.: Se pare ci am parcurs toate cele patru operatii cu fractii zecimale.
Totusi ceva lipseste: iImpértirea a doud fractii zecimale. De exemplu
2el2y )
BEENI: 7
PROF.: Haideti i procedim ca la inmulfire si si transformiim in fractii
ordinare.
ELEV: (eventual sub indrumarea profesoruiui)

272932 1iaga0 ol 15927143
2,?2 : 3,2= 100 . 10 =“1H YT = 1'[] ':T"EE?:,E : 32

PROF.: Observiam ci s-au mutat virgulele la dreapta, o pozitie in ambele
numere, pni cind impérfitorul a devenit intreg, Aceasti Impértire stim si o
facem.

ELEV: 27,2:32=0,85

(Urmeazd alte exemple §i tema, Elevii au de adus ora wrmdtoare 12 coli A4
§i 0 cariocd groasd)

LECTIA V (dupd discutatrea lectiilor precedente pe exercitii §i scrierea in
caiet a regulilor obginute in lectia IV)

PROF.: Astizi vom da peste cap ceva invitat in ultimele leciii. Am spus cé
la impértirea unui numdr cu 10, virgula se mutd o pozitie la stinga, iar la
inmultirea cu 10 virgula se mutd o pozitie la dreapta. 53 studiem mai atent
acest fenomen.

{Se scrie pe noud coli A4 cdte o cifra de la I la 9, mare cdt coala. Pe
celelalte trei coli se pune cdte un zero mare. in fata clasei se traseazé cu
creta pe parchel wrmdioarea schemd, astfel incdt in fiecare pozitie sd
incapd lejer un elev:

e e S 2 S MM T ]

2l — 1y =

Doisprezece din elevii clasei primesc cdte o foaie cu o cifrd pe care o fin la
piept, ca la concursurile sportive. Un alt elev va tine mdtura clasei pe post






