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DESPRE RIGUROZITATEA DUSA LA EXTREM

Ce noroc pe noi, romianti, sa avem aga copil degtepli. 5i i devin, de 1 an 1a an, Lol
mai capabili 51 mai intehigenti. Astfel, daca in urma cu 20 ani, elevii invilau despre ccualin in
clasa a Vil-a, acum le studiazd incepand din ciclul primar. lar probleme date la olunpiada
republicand in anii 80, sunt depasite, ca dificultate, de probleme date In prezent In examenele
de admitere in licee.

Totugt, ceva este “putred™ in acest tablou de vis. Din cavza incircarii conlinue 51 a
leoretizarii excesive, multi elevi au pierdut contactul cu matematica, parl intregi de materie
ramandnd efectiv “de cinutid”. In scoala generald, cel mai vast domeniu aflat in aceasti
sitnatie este demonstratia geometricd. Limbajul tot mai greor, obligat a indeplini cerinle de
rigurozitate mult prea inalte, dar si ambitia profesorilor de a rezolva la ore probleme tof mai
orele, pentru olimpiade, au dus la crearea unel prapastin intre elevi s1 geometrie. Pufinele
probleme clasice 51 accesibile rimase nu pod da elevilor o imagine completa, despre
demonstratiile geometrice, iar problemele “tari” reusese doar sa-1 deruteze 51 si-1 alunge. In
schimb, lectiile frumoase, cum ar i pentagonul regulal sau octacdrul regulat, sunt demult g
pe nedrept uilate, doar pentru ci nu pot ofert problene deosebite pentrn coneursur.

Dar nu numai problemele si ordonaren materiel necorespunzdlonre capacitifn §i
virstel elevilor lasa de dorit. Siintroducerea noliunilor i ordonaren lectillor dupa moedelul
universitar, gandite pent persoane ce au cunoseul dejn materia, dae aphicate elevilor care nu
au nicl © idee despre ce va i vorba in leelie, sunt contrare prineipiilor clementare de
pedagogie. Tatd doud scurle exemple: inomanunlul de elagn o 1X 0 se vorbegle cinci pagin
despre numere complexe sub formi de perechi paoi o se introduce numdl ¢ dar a studiul
aritlor din elasa o V1 se pormegte prin defindren aviel ieiunghiolui, in loc si se inceapi cu
artin eeptunghiolod e find o de bogh e e compune din patrte (unitatea de masurd
T

Antlely st copti capubili st et bt pe altarul aeestel rguarovititi gresit infelese.
Flew e e dngeloge gb o vt montarnt e en plicere, oo fe fagd pentru ca stacheta esle
FEAALE nlE pareds Ko

[Eev ot L dammonsteatin: gecmmeteien, e e, e bund dreptate, intrebarea: com

Sl e Do e meentmerben i condigile i enre progeama rhimine acecagi?
SRR IOL el VUL amte potedv bl el dogleptin in ceen ce privegte geometria, Acum esle
e e oot ek, penten eoee an pregatt un sel de probleme corespunzitoare, dar
b aeee demonstontth deosebite ale teoremael ol Pllagorn. Parcurse congliineios, sub
DO L, et vesr bt in conta cnre meonjoara eleval in ciutinle sale de
ilelepgune o oot
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* L0 dimnpesnit et e Teoremmed ol Phagor (el Vo)

S Pantmgomal regabal (el Vi)

& Modulal pe ntelesul tuturee (el VI, V)

* Lentionnnditaten luiy'2 (el Vi)

S Corpmik phtoniece (el, VITL, Xoa)

* AP numerelor complexe - Introduceren nofiunii prin intrebirt (el. IX-a)

® Problema stemen pe Eeuator.

# 101 probleme de geometrie plani (el VI1-a)
Acest enlet o apirat cu spriginud Fundaper "Ars Pedagogica™ 51 al imprimerier PRINTEK, Cluj.
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Cllug-Magroea,

PINT4LGONTA ]

[y*Cum a descopertt Pitagora teorenta sa”

Basm matemalic de Guido Hauck (continuare)

Vizidnd cum a [eul Pitagora pace in triunghiul dreptunghic isoscel,
vecinul acestuia, un triunghi dreptunghic oarecare, a luat imediat drumul
spre Pilagora si 1-a rugat sd-1 confectionere 1 lul sorfurl. Acesta s¢ scirpind
in cap i spuse: “Hm, asta nu va merge la fel de ugor ca la celidlalt triunghi.
[Jar sa incercam!™

Aqungdnd la tahacar, Pitagora a scos din rimasiicle de piele existente
8 buciti triunghiulare cu forma ¢i mirimea exact ca ale triunghinlui folosit ca
sablon. Apol, a incercat din nou s& coasa impreund 4 din cele 8 triunghiuri 1
s le dea forma unui pitraf. A obtinut astfel din nou un gort de forma patrati.
ca $i la triunghiul 1soscel, numai cd in mijlocul acestuia cra o gawrd. a avea
forima unui pétratl cu latura egala cu diferenta celor doua catete (hig.1).

Dupi accea, din cele patru triunghiuri riimase a cusut, ca gl mai
Tnainte, cite doud de-a lungul ipotenuzelor. Ce a iesit nu au fost desigur
pitrate ca i la triunghiul isoscel, ci doar doua dreptunghiuri identice.

Pitagora nu-gi plerdu cumpdtul, ¢1 prmse cu latura mal mare unul
dintre dreptunghiuri Ia briul catetei mai mari, pe celdlalt dreptunghi 11 prinse
cu latura mai Tngusta pe briul cateter mai mici si spuse: “Un gorf este prea
scurt iar celdlalt prea lung. Alcl trebuie s4 man echilibram putin diferenta”.
(fig. 1)

Tile apoi o bucatd din sortul lung, astfel ca mai rimase un palrat de
laturdl egald cu cateta mici.

Cusu apoi bucata thiatd de dreptunghiul care atiirna pe catela marce,

Astfel, latura micd a ajuns si aibd si ca o lungime cgald cu a catetel
mari, iar sorjul si aibil forma aproape de a unul patral, cu exceplia unel
porfiuni din colf care a ramas goala. (fig. 2)

Ciind Pitagora se uitd mai bine la forma golului spuse: “Acesta csle
fard indoiald un piitrat, cu latura egald cu diferenta catetelor. IZa csie, agadar,
la fel de mare ca §i gaura din interiorul gorfului ipotenuzel”. A croil doud
buciiti de piele de aceasta formi g1 le-a cusul in cele doud gaurn rdmase, dupa
care deveni tol mai ingdndurat. Deodati siri in sus de bucurie gi sirigh:

“Ura, uitati-va aici! Patratul ipotenuzel se compune din aceleagi bucili
ca si cele doudl pitrate ale catetelor, i anume patru triunghiuri dreptunghice
siun petec phtrat. Deci teorema este valabild in general $1 pentru triunghiur
dreptunghice cu catetele inegale: PATRATUL IPOTENUZEL ESTE EGAL
CU SUMA PATRATELOR CATETELOR. Aceasta se cheami teorema lui
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figy, | fig.2

Pitagora. Potl 11 méndru de acest fapt, triunghiule dreptunghic. Mergi acum
iute acasi g1 [a cunoscul aceasta si tovarasilor t4i!”

I’lin de bucurie triunghiul se griibi si s¢ intoarcit acasi cu sorturile sale
noi $1 vesti pe toate strazile din ‘Trigonia noutaten. Accasta ficu vilvil mare
§1 peste 1ot se auzea riisundnd: “Patratul ipotenuzel cste ceal cu suma
patratelor catetelor”. Ficeare triunghi vroia si verilice teorema pe el insusi si
astfel venird toate alerglnd la Pitagora si-1 roage si le croiasci si lor sorfuri.

Accsta insd, le spuse: *Afucerca este cam incurcatd. Cele citeva resturi
de pele pe care tibicarul le mai avea in magazic s-au consumat si el nu mai
are alti marfa. Dar trebuie si lic o solugic. Lasali-md s ma gindesc!™

Dupi aceea, Pitagora a mers in ocolul vitelor si si-a ales o sutd de boi
gragi. e acestia i-a sacrificat i i-a jertfit zeilor, ca muliumire pentru faptul
cil el i-au inspiral frumoasa teoremii. Picile insi, le-a dus la tdbacar ca si le
pregiteasci si sii confectioneze prictenilor sili sorfurile dorite. Ti invitd apoi
pe oli la sarbatoarca de jertfd. Pand noaptea lirziu au sczul impreund,
(riunghiurile glorilicindu-1 pe Pitagora si cinlind:

“Pitagora ne-a dat leorema

Vitele-o gtiu pe propria picle.

[nval-o degrabi de teama

Séa n-ajungi sa fii printre ele!”

2} Urmdtoarea demonstratic este atribuiti lui Pitagora, folosind teore-
ma catelel demonstrati prin asemindrile AABC ~ ADBA respectiv AABC
~ADAC,

Astfel avem AB* =BD - BC gi AC’ =DC . BC

= AB’+ AC’=BD - BC+ DC - BC= BC - (BD+ DC)= BC - BC= BC’

PINTAGONTA 3

A X e
, /il
] e
P 5 LdllSe
fig.3 Bi o C
alli 2
Accastd  demonstratie . _
poate i evidenflala gralic prin i | figy. 4

urmtoarele egalititi de arii:
2 5 2 . g
C=nea sib=mea 2AzA A=A, Afdy=A, 04, de
2 2 i
c4 b =a

3) In demonstratia dati

de  Puclid, in ale sale <4
ELEMENTE. echivalenia de & =
arii A =4 , esle demonstrati /

asticl:

A=A =2 A s
=2 A {*ru::uﬂ A ARK=2 A HHK—
=A =

La lel se demonstreasd
Ap=.4,  de unde rexulty ¢
AB™+ AC'=BC’ 1 S |

Congruenla  ADBC = - fig.5
AADBK se demonstreazd In KJ_|1 _________
problema 104 de la pagina 28.

4) O varianti a demonstratiei 2) este A fig.6
urmaloarea; f-" b0

= e N 2 .
AABC~ADBA= — = = =3¢ =g G <o

a C /

AABC~ADAC —= ﬁ];; — B =d-ax B Q i

Y : > - 2 rs 2 P :
Adunind ultimele relatii obtinem ¢+ b =agw+a'-ax =+ b =a .
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i i - . = il - e ol ——

Stiind cii  AABC=AEDB se poate Er~“—~D  fig.10
5) Urmitoarca demonstratic sc poate face prin indoirea unui gervelel demonstra ¢4 triunghiul BDC este drept-  bC ;"!
(hirtic pitratd) Pe fald (A) a servetelului se tac indoirile din fig. 7. unghic isoscel. 2 /
Astlel patratul de arie i construil pe ipotenuzd se obline sciiziand din A scos =A paet Ayt A e, i

servelel patru triunghiur dreptunghice congruente.

T

|
;{Aﬂ +EDY-AE =

: | I |
. =AC-AB+--BE-ED+—-BC-BD| -2
2 2 2

(btc) (bte) = be+rbeta = B 42be+e = 2beta = B4e = a

&) Folosind ascindnarea
triunghiurilor si proporiiile derivate,
ablinem urmétoarea demonstratie:

e - — = L ‘e .'.r-'—l._l_

o @

AABC~ADBA~ADAC=

e —— o e e ¢ o — e w

IAR7

AD DE DF  AD-BC DE-AB DF-AC  Axpe Aapp  Hape

- =,- : =:l — 'IJ--.,I - ™

gl . K
Pe fata (B) a servetelului se fac Indoirile din fig. 8. Astlel suma B T AR AT i TN . ; b

% vyl : 2 : b A s
piitratelor de arii & respectliv ¢ construite pe catele se obline sciizind din

servelel tot patru triunghiuri dreplunghice congruente. Din (A) $1 (B) rezulia A Aune ] ;_:Er,; gt f,;,r;r[l

2 ST —— o e imem i s
Ci ﬂ'?'= .!E}‘!'l' (e Dar ('E hl ‘:j i bj
6) Demonstrajia datd de Leonardo , , | . £ ooon e e tuline
’ ; . ~ . 5 h 2 L s 5 A [P 113 AP g BT bl SRR ) e KN L e
da Vinci se bazeazd pe urmitoarca fipurd E =< C D Din ultimele doud relatii se obine ci 3 Sy BT

cu pitratul BCDE construit pe ipotenuza

Muinardtorii fiind cgali obtinem i -
triunghiului dreptunghic ABC. e B

neoe = ot ape 4 O demonstratie foarle sumpla se

| 1 abtine din fgura aldturatd astfel:
a'= (b-c) +4 e
gi, i3 z L t A neas =A ot A e

a=b -2bc+c +2be |

. + .I'.L.?I:-'
a'=b e 5 C e b

’

7) Urmdtoarca demonstralie. datd de Abrvaham Garlield fost presedinle d=b+2bc+c’2be

al Statelor Unite, foloseste descompunerea trapezulul dreptunghic ACDE
din figura 10. a’= b+’
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e B LR e = o R e ] e - T TET T

(0) In ultima demonstratic
folosim rotatia a doudt triunghiuri, si
anuime AABC>ADEC i
ATHB -»AGHLE | toate congruente.
Astiel oblinem Urmdtoanca
echivalenta de arii:

1EI-'..'F_':E-J=“"{ A{:mal-:r:u'i achr | A FCIH!

. 2 F I
decl a =& ¢

fig.13 B,

HA

Folosirea acestor demonstratii in finalul clasel a Vll-a poate oferi
elevilor o vedere mai largd asupra marii varietifl de demonstratnl folosite in
geonelrie, toate aplicate pe cea mai renuimitd teoremid a matematicii.

RIBLIOGR AL

1 ARNOLD BERNHARD - GEOMETRIE. EITURA ARHETIP. 19925,
2) MIHU CERCHEY, - PITAGORA: EDITURA ACADEMIEL B3, 1980,
3 MATHEMATIK - KLEINE BENZYKLOPADIE, VERLAG ENZYKLOPADRIE LEIPZIG,

196%.
31 AL HOLLINGER
PREDAGOGICA, 1970,

5 W. GELERT. 1. KASTNER, 5 NEUBER -

BIBLICGGRAFISCHES INSTITUT LEIPZLG, 1979,

MATEMATICA L. A-VILA: EDITURA DIDACTICA §i

LEXIKON DER MATHEMATIK.

61 A COTA, M. RADUTIU, M, RADO, F. VORNICESCH - MATEMATICA CL. A- IX-Al

ERITURA DIDACTICA sl PEDAGOGICA, 1989,

TIBFGMONT COLERUS - DE LA TABLA INMULTIRI LA INTEGRALA; EDITURA

STINTIFICA, 1967.

BIIOAN DANCILA - MATEMATICA GIMNAZIULUL INTRE PROFESOR 31 BLEV.

ELUTURA CORINT, 1994,

PINT4GONTA 7

PENTAGONUL REGULAT
Mariana Grigorovic
Zallan Labancs

Poligonul regulat cu cinei Jaturi se poate construi cu rigla $i compasul.
Ihn multitudinea de datc acumulale despre aceastd figurdi de care s-au
pasionat toll maril matematicieni ai antichititii, prezentim in articolul de
fald trel constructii; doud dintre ele cu demonstratic. [Legdtlura pentagonului
$1 a pentagramei (steaua cu cinci coljuri) cu sectiunea de aur vor i tratate
intr-un numér viitor al revistei.

In structura actuald a programei. lectia de fala se potriveste in clasa a
[X-a. dar poate {1 studiald si la cercul de matematica din clasa a VII-a. Cele
trel constructii pol i insd clectuate fard demonstratie in gimnaziu.

Mai Intdl si caleulim latura pentagonului, in functic de raza cercului
clrewmsceris, pentry a putea “descoperi” construclia acestuia.

Acesl poligon este format din cinci triunghiuri isoscele congruente
formate cu ajutorul razelor cerculul circumscris (R) aviind ca bazi latura
pentagonulun (L), Misura unghiului de la virl al unui astfe] de triunghi este
de 360" 5=72" iar Ja bazi de ciite (180°-72"): 2=54". Din AAOM (OM_LAB)
deducenn: AM =R sin 36 sau 1.=2Rsin 36, (fig.1)

f'; IIII“\
foron:
f _.ﬁﬂﬁx

Cum caleuliim o functic trigonometrici a unghiului de 3677

Considerim (ringhiul isoscel ABC cu m (<A)=36" si m(<B)=
=m(<C)=72" . nwmit i triunghiul de aur. (Ag.2)

IFie [BD bisectoarea <B.De[AC] = m (<ABD)=m (<DBC)=72" 2=
36°. Astfel s-au format incad doud triunghiur isoscele: ABD gi BDC dintre
care al doilea asemenea cu triunghiul ABC avénd unghiul C comun g1 mi<13)
=m{<A)= 36". Notim AD=BD=BC=x; AB=y de asemenca DC=AC-AD=
y-%. Aplicidnd teorema cosinusului in ABDA obtinem :~:"?'=:-:‘E+}f"1'~2};ycus 36°
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sau 2 cos 36 =y/x. Din asemiinarea A ABC $i A BDC obtinem rapoartele

AB * BC ¥ X
i = e S 2

BD DC X ¥ -X

Prelucrarea acestel propozilil ne conduce la ecuatia

3y |"'1.r1 ¥ 1-1-~.,l'§

rr > J B L 'j ~1=0 cusolutia (pozitivd) = = ——
X

X X 2 e
7 10 = 2443
WL} 136% =1 - cosZ36° - J_ jfﬂ

Prin urmare G{HHE’: = e sl sindi = 36" = - P
«f 10— 245
5] l_'i. LA _2_. Bl

lFormula laturii pentagonului ar trebui s3 ne conduca si la constructia
sa. Prelucrim aceastd relatie incercind o interpretare geomelrica a er:

Fw% BB AR2

-""'_'I o rrme—

e R R bt o g ORL
L PRI Gy o0 4

Aceastd relajic reprezintd teorema lui Pitagora pentru un triunghi cu

RJ5 R

ipolentza i/;l catetele RETRES si K. Cum_construim up segment dL
ARSI ot ( 2
lungime i cind cuncastem R? Procedam Hllﬂ]l:}g[ RS AR L
ey

ceed ce reprezmta tot teorema i Prtagora, de data dEEﬂHIﬂ pentru catetele R
si R/2 iar ipotenuza R+/3/2

De aici si metoda lui Plolemeu de constructie a pentagonului. In figura

T
R - iipElE Rv/5 R _
OB = R.OF = —:FB = FG = -~—2~~_.ﬂ{3 = F(G = OF = TR si BG = 1

Metoda 1: Construbm un cere de raza OA g1 centru O. Perpendicular pe
diametrnl AC ducem raza OB. Fie I' mijlocul segmentului OA. Construim
un arc de cerc de razd FB cu centrul in IF care intersecteazi diametrul cercului
in G. BG vali lungimea laturii pentagonului regulat inscris in cercul dat.

|
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1 | B

] i
| 1
H -
el e e e e  ——— g - ——n
i x —

fig.3 T

Metoda 2: Aceastd metodi este mai pulin cunosculdt, dar are avantajul
ca varlurile pentagonului se gasesc simultan. Pe un diametru orizontal al
cerculul mare construim doud cercuri cu diametrul ¢t raza cercului marc.
Prin centrul M, ducem secanta FM,, AF fiind diametrul perpendicular pe
M, M;. FM, intersecteazi cercul mic in S, si S,. Construim arcele de cerc de
centru I° g1 razd I'S| respectiv ES,. Aceste arce intersecteaza cercul mare in 1D,
C respectiv B, B care Tmpreund cu A vor fi viirfurile pentagonului regulat,
Demonsiratic:

In .ﬁMIFD._ M’F'z iR

RsU "Rs WK
E FSy=755+o= EH'—M}

ol

FE = FS, =;-{~E+n= b

9 ,I In AFEA, EA = V4R2 _ b2 -

; :I ﬂ"'-:M :. II | .
Mg k i E 1!413 _{""G" 1} _.\flj[}_. 3,.{5 :]5

Metoda 3: 'fﬁﬂnghiul ABM este dreplunghic in B 51 BM=AB/2.
Cercul de centru M si razd MDB interscolcaza dreapta AM in C (g, 5).
Construmm arcul de cerc de raziil AC g1 centrul A, ludm apol A In deschizitu-
ra compasului si construim un arc de cere cu centrul in B, care va inlersecla
arcul mare in E. Acesta va 11 al treilea varf al pentagonului. Pentra aflarca
celui de-al patrulea varl construim un now arc de cerc de aceeasi razd g1 centru
k. ete.
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MODULUL PE INTELESUL TUTUROR

Majoritatea elevilor inteleg la inceput modulul ca pe un “mic aparat”™
ce transformi orice numdr intr-unul pozitiv. Concret, daci numirul este
negativ, modulul §i ia semnul minus, numdirul devenind pozitiv. Daci,
numirul este pozitiv, modulul 11 lasd neschimbat. Ce ne facem. nsé. intr-un
caz de forma E«.I'FE -2 1 ? Unii elevi 11 vor lua minusul §i vor da rdspunsul
J3+2 . Gresit! Pisteind linia pe care am pornit, am putea spune ¢a numdrul
432 = =03 este negaliv, dar are semnul minus ascuns in buzunar. $1 atunci
cum pulem si-l facem poziliv, dacd nu avem posibilitatea si-i ludm semnul
minus? Pentru cel mai mulli elevi rdspunsul va i evident: i mai punem un
minus peniru ci (=) = (—) = (+) ! Astfel. avem:

W3-2 |=(aB-D=-AB42=2-322-17=03

Dacd numarul din modul este pozitiv, nu-i punen ininus:

35 =930 B-5=3-45

In acest moment elevii vor inlelege si urmitoarca contradictic

(aparentd) din definifia modulului:

a dacd az=0

—-a dacd a<f

“Cum adici | & | = —a” Pii cum poate un modul avea semnul minus?
Confuzia apare din caurd ¢ cel mal mul(s elevi 1l consideri pe -4 negatly lar
pe a pozitiv. De fapt, daca a < 0, acesta are minusul “in buzunar™ $i il putem
“pozitiviza” doar “daruindu-i” Tncdl un minus.

Prezentdm in conlinuare incd doud exemple de rezolvare si clteva
exereitii pe accasti lema:

) 32 —243] =342 - 243
32 - 243 =418 - 412

b) 3-ml=-(3-n)= -3+ =2-3
- m3-314=-014<0

pentru ci
este poziliv.

peniru i

1) Gasit urmétoarcle valori abselute: _
ﬂ}lilf?r]l; b}‘— sﬁl c}l«ﬁ - !]; {l]‘«d’% - 3‘; el - 3|; f‘}‘l - «.I"E‘
W7 -a W2+ D-B3-6E pWio-af  Kjs- 24,

D - 3.04F  m)jl.41-+2]

T =

Fr
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2) Folosind proprietatea \[Hz =lal. VYaeR, calculati

i ] m— . —

AT -3%: B10-27; o5 -8n);
(-5 V5V G- V8 D5 - 262

F)Calculats:

B W e O W
b) (V3 -2)G343 ~ (4 +|1- 3|+ W27 - 7}
o W2-14lf3-43l-V2-43

) w2 +43) ¢ |1~ (W2 +43),

IRATIONALITATEA LUJ V2

Demonstratia clasicd pentru irationalitatea lui +/2 folosesie metoda

reducern la absurd, presupundnd ci \}E esle un numdr rational, reprezentat
in cazul de fald prin fraclia igeductihiiﬁ mi/n;m,n e N¥

Daci VI ==

L

Pind aici nimic nouw. [ald insd, o continuare a demonstrafiei bazatd pe

== 2 =opntoc 2

studiul ultimei cifre a numerclor naturale m” si 2n”.

Observim ¢ ultima ciftd a lui m’ poate fi0; 1;4: 5: 6 sau V. l.a fel se
vede cii ultima cifrd a lui 2n° poate 1 0: 2 sau 8.

Eegalitatea va {1 indeplinitd doar dacl ultima cifrd este ().

Daci u{m:t} =0l=2>um)=0=m:10=mi2sim:5 (1)

Daca u(En'Jj =it} = u{n?*} =0 sau 3= u(n) =0 sau 5

deci n este sigur divizibil cu 5 ()

Analizind afirmatiile (1) si (2) observam ca fractia m / n se poale
simplifica cu 5. ceea ce intrdl in contradictic cu ireductibilitalea presupusi
iniial. Din aceastd contradiclic putem trage concluzia ¢ +/2 nu este un
numar rational. {g. e. d)

ADAPTARE DIN: HERMAN ATHEN: HEINZ GRIESEL - MATHEMATIE NEUTE 9
{(MANUAL PENTRU CLASA A %Ay SCHROEDEL - SCHONINGH VERLAG, 1951 . HANNOVER
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CORPURILLE PLATONICE

Cunoscule st sub denumirile de poliedre regulate sau corpuri cosmice,
ACEeslea au fost descrise pentri intéia oardl de tilozoful antic gree Platon (4277
- 37T 1.Ch). Ele sunt in numiar de cinci. $i anume: tetraedrul (regulat),
cubul, octaedrul, icosacdrul §1 pentagon - dodecaedrul: toate au leele »
poligoane regulate congruente, iar unghiurile diedre dintre oricare doud lefe
aldturate sunt congruente.

Pormind din acest numdr, vom analiza pe rdnd cele trer corpuri platoni-
ce “neglijate” In Invaldmantul romanesc, §1 anume octaedrul (opt fefe),
dodecacdrul (12 fele) s1 icosacdrul (20 fete), prezentandu-le intr-un mod ciit
mal accesibil s1 atrigiitor tuturor elevilor. Precizim ¢a oricare dinlre aceslea
podate 1 construnt din carton de c¢itre un elev interesatl. Chiar “desenarea”
destagurarilor acestor corpurl reprezintd un exercitiu bun pentru antrenarea
vederii Tn spaliu, lar satisfaclia triiitd In linal este deosebitd. Agadar punet
mina pe [oarfeca, hipici, carton i dati-1 drumul!

Fl'

[. OCTAEDRUL

Acesta are opl lefe triunghiuri
echilaterale si poale i descompus in
douad piramide cu baza comund. un pi-
trat. De fapt, loate sceliunile diagonale
ABCD, AECIE si BEDF sunt pétrate cu
acelasi centru. Notand lungimea muchiei
cu a s¢ pol usor demonstra  (chiar in
clasa a V1li-a) lonmulele pentiu diago-
nala, aria i volumul octacdrului:

Y

d=a2,4A=2a"3 5i VV :E--;E

Pe langa proprietitile si formulele enuntale mai sus se pol demonstra §i
urntitoarele: mi{<AE BF)=60"; m(< ER.{ABCD)) = 435" sau (ADE) {BCE). .

[I. TETRAEDRUL, CUBUL $1 OCTAEDRUL INSCRISE UNUL IN
CELALALT {
Aceste trel corpuri plalonice sc pot inscrie fecare in celelalic doud.
Cea mal cunosculd dintre cele sase Tnscrieri este prima:
1. Centrele fetelor unui cub sunt viclurile unn octacdru (g, 2).
2. Centrele felelor unui octaedru sunt virfurile unui cub .
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3. Mijloacele muchillor unui tetracdru regulat sunt vérfurile unui octacdru
regulat (fig. 3).
4. Centrele a patru fete nealiiturate ale unui octacdru sunt viirfurile unui
tetracdru regulat (fig, 4).
5. Viirfurile A, C, B’ 5i D" ale cubului ABCDAB C™LY sunt vérfurile unui
tetracdru regulat (fig. 5).
6. Centrele fetelor si mijloacele indltimilor unui letraedru regulat sunt
varfurile unui cub.

Ihintre loate aceste inscrieri, singura accesibild clasei a VIll-a este
inscrierca letracdrulul i cub (5). Celelalte meritd studiate doar in clasa a
X-a sau la cercurile de malematici.

T TR el el T T o m———— e " cem— -
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by L = e R a1 R _ —_— .

APARITIA NUMERELOR COMPLEXE
Predarea notiunii prin intrebiér
. Titus Grigorovici

*Sa facem si treacd totul prin fillrul convingerli elevului, s nu-i
bigam nimic in cap pe baza autoritifn $1 increderii in spusele altuia™.
MONTAIGNE

Prelegerca in matematicll, adicd predarea prin prezentarea de citre
profesor a unel teorli “alisate” direct poe 1abld. asigurd parcurgerca unei
cantitili mari de materie in timp optim. Insi materia este rarcori infeleasi de
citre elevl, In majoritatea cazurilor hind pecesar un ajutor ulterior pentru
infelecerea lectiel. lar dacd aceasta este prezentata si intr-un mod mai
abstract (cum este deseori cazul) rezultatul este dezastruos.

Problematizarea, invatarca prin descoperire si folosirea conversalicl
vor salva clevil de la o ord plictisitoare, plind de o matematicd de neinjeles.
() vanantd extremi a acestel forme de Invilare este predarea prin intrebir.
Profesorul nu predd lecyia ¢ pune, pe parcursul Intreghi ore, doar intrebiri.
Acestea, dacd sunt bine alese, vor orienta elevii pe drumul dorit, dascdlul
avind doar rolul de “regizor din umbrd™ al lectiei. Elevii vor avea iimpresia
cd descoperd singurl materia, fapt ce va duce la rezullate deosebite n
injclegerca si insusirca ci. In general se folosesle conversalia frontali,
clementele lectiei fiind descoperite inductiv sau prin analogie. Intrebarile
trebuie astiel puse incit elevil s& poald raspunde pe baza unor cunosfinie
anlerioare sau a unui rationament simplu. Pasil logici dintre doud intrebiiri
trebuie s e accesibill clasei iar parcursul ales ciit mai apropial de istoricul
descoperiril temel respective,

e exemplu, predarca numerclor complexe, pornind de la perechi
ordonate de numere reale, este total improprie introducerll acestel nofiuni.
Nu aga au apdrul aceste numere! Ele s-au niscut din dorinja de a calcula
riddcina patratd a unui numir negativ. Reprezentarca ca o pereche ordonati
de numere reale, cu anumite proprietdtn ale operatitlor, a apdrut ulterior, $i
asa trebuie predata.

Chiar si titlul lectiei poate {i omis initial. In momentul in care elevii au
stabilit, cu ajotorul profesorului, despre ce este vorba, se va scrie titlul in
spatiul lasal liber la inceputul lectiei.

fn cazul unor rspunsuri gresite, prolesorul nu trebuie -1 coreclese
pe elev, ci sil pund o noud intrebare care si eviden(iere greseala si sil ajute
raspunsul corect.
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Prezentam o continuare, intr-un dialog imaginar, introducerea nu-
merelor complexe in clasa a TX-a.

Profesor: [Din capitelul precedent cunoagtem ci ridiicina de ordin par
nu este definiti pentru numere negative. In particular, nu cxistd un mmmr
real pentru =9 | Altfel spus, nu existd un numiir real ¢ pentru care a’'=-9.
lLa fel ¢a la operatia 3- 5, cAnd am descoperit numerele negative, sau ca la 7:2
cand am g2asit numercle ralionale, s1 aicl vom Incerca sd rexolvim dilema
prinir-o extindere a dﬂlimmutm numerclor. 5é studiem pulin aceastd situalie:
incercall sa caleulall +/ -

Klevii; .7

Prof.: 53 incercim sd scoatem factorii de sub EE{ELT]' _____

Flevii (cu ajutorul pml’mmg]g_} v"—il = af— VAN

Prof.: fncercati si pentru v 25 5i -7 .

Elevii: v-25 =5.4/~1 si 7= ﬁ~ =T 1

Prof. (sau un clev): D;:LH am pulea stabili ¢t L'--T-L ‘u"l‘_] am rezolva
situatia. Observim ci = i) = —} . Nu exista Insa nici un nuindr real
care Tnmulit cu el insugl sa dea rezultatul -1. Suntem in {ata unci adevarate
fantome nwmerice.

{In acest momeni poate avea loe o discujie lejerd gi plind de faniezie
despre cum ar pitea ardia un asifel de numedr. De exempiu.)

Prof.: Ar putea {iun I cu jumitate de minus?!

Un clev: Poate 1 7

All elev: sau -1 7 eic.

Prof.: Matematicienii au opal pentru varianta '
de mult ] era nuimil si nunir imposibil.

Avem. decl. h =i saui =-1. (1)

Kelaceli exercitiile de H'Irlil Sus !

Klevii: V-9 = 34/~ 25 =58i4/-T =47 i .

Prof.: 53 studiem cum se u{:rmpurla acest { Tn operalil. Vom lua pentru
inceput puterile Iui ¢

" de la imaginar. Mai

L PRt | LA A }

Elevii: i =i I =il = (-1 =1
ad i e o | - L &
1 =-=1 din(l) = i |
. e 5 3 i g 5 B E i
V=1 -J==x])-1=- I =1 -1=1-1=-]

Prof.. Ce observati?
Lilevit: Se repetd grupul de rezultate 1; -1; -1;
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Elevii (Cu  ajutorul Pr{}ihsinl'tliui]: peniru orice ke avem
i = 1A =it =l gidd =ed
— n — ’ e ..~ — L]

Brof.. Dar 1" ciit este?

FElevii:i = 1, pentru k =0; la fel ca la numerele reale. _

Prol.. Efectuap operagiile: 2 - 51; -3 - (-Ti); 1 - 351; -5 - 61; I[ﬁii:]}'; I.'_?fi"_}'l:
151:3;: 161 15200 51,

Raspunsurile elevilor: 10i; 214; -3; +30; -16: -81; 5i; 16; 4.

Prol.: Ummeazd adunarile s1 sciderile: 71+ 31; 51 - 121; -81- 013 3 + 215
G1-1.

Raspunsurile elevilor: 10i; -7; -144; 3 4 21 81 6i - | nu se pot efectua.

Un dev (sau profesorul): sila 3+ 2+/5  ldsim in aceastd formi, desi
puleam cilcula cu aproximatie.

Prof.: (7+51)+ (2 - 31)

Elevii: =7+ 51+ 2-3i=9+ 2i

Prof.. (-2 + 31y + (7 -1) - (6 - )

Elevii: -2+ 3i+7-1-6+91=11i-1

Prof.. Observim cil se conturcaza (rel categoril de numere:

I. numerele reale (care nu au 1);

2. numerele de forma ni cu n e R, numile imaginare;

3. numerele de forma a +bi cua. b e B compuse dintr-o parie reali si
una imaginard. Ele se numesc numere complexe. Mullimea numerelor
complexe se¢ noteazd cu . Acum scriem gi tithal la inceputul leciei:
NUMERLE COMPLEXE.

Prof.: Ce se intdmpla daci b =07

Elevii: Obtinem un numar real.

Prof.: Tnseamni ¢ci R < C si avem sirul de incluziuni

N:=ZeQleR.aeC

(Dupd unele exercifif de aprofundare)

Prof.. Am viizut cum se efectneazi adunirile si scaderile. Sd revenim
la Tnmultire: (5 + 3i) - (2 + 410)

Elevii: =5-2+5-41+31-2+31-4=10+20i1+61- 12 =-2 + 2

(Dupd alte exemple se poate ajunge prin observafii la formulele)

Elevii si Prof.. (a +bi) + (c + di) =(a + ¢) + (b + d)i §i

(a -+ bi) - (¢ + di) = (ac - hd) + (ad + bo)i.

Urnnearad tema, care va conline multe operalii de tipul studiat avand
rolul de a familiariza cit mai repede elevul cu numerele proaspit cunoscute.
Conjugatul 51 Tmpirlirea sc¢ studiazd analog in ora urmiitoare. La
reprezentarea graficlt se poale lace legiitura numerelor complexe cu perechea
ordonatd (a; b) € B x R. Tot aici se poate studia. cu ajutorul teoremei il
Pitagora, modulul unui mundr complex ca find distania de la originea axelor
la imaginea sa (la fel ca la numere reale).

Observam in final, ¢i, spre deosebire de lectia din manual, aici nu am
avut nevoie de nici o definitie, elevii construind “din nimic™ toatd teoria.
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PROBLEMA SARMIEL PE ECUATOR

S presupunein cit am reusi sa intindem o sdrma in jurul Paméntului,
de-a lungul Ecuatorului. La intalmirea unor dealur sau munii am trece sirma
prin sanfuri sau tuncle astfel Tncfit forma sa finald sa fic perfect circulard.
Dacd am adiuga acestui cerc incl Tn%l:.: SAr1A. raza sa ar creste. Accasli
crestere ar {1 suficientd ca s3 treacd pe sub sarmd un ciine?

Raspuns: Notdnd cu r raza cerculul inifial $1 cu R raza cercului dupa
addugarea celor 7 m de sdrmd. oblinem ci: 7 . .

d S lpr=7T =72 H- ) F -t = — = I :___1
e i T S bt Ty DicaelAioni6 28

[Deci raza cercului s-ar miri cu peste 1 m. suficient sé treacd pe sub
sArmid tofi ciinii Pimédntului.

ADAPTARE DUPA: A, HOLLINGER - MATEMATICA VI, EDITURA DIDAC-

TICA 81 PEDAGOGICA, 1970



