GANDIREA ARITMETICA vs. GANDIREA ALGEBRICA

Un eseu cu exemplificare pe
INTRODUCEREA OPERATIEI DE PUTERE LA NUMERE NATURALE

Una din intrebarile esentiale, dar despre care mai nimeni nu-si face multe ganduri, este
urmatoarea: unde este trecerea de la aritmetici la algebra?

Pe vremuri (pand dupa ’89) manualele de clasa a V-a si a VI-a erau denumite de
Aritmetica. Prin bibliotecd mai am cateva culegeri din anii ’90 cu denumirea de
Aritmetica. Apoi, odatd cu modernizarea, a inceput sa fie folositd denumirea de Algebra.
Si intr-adevar, multe manuale sau culegeri din anii 2000 purtau deja pe buna dreptate
denumirea “de algebra”, pentru ca ajunsesera pline de gandire algebrica.

Ce este gandirea aritmetica si ce este gandirea algebrica, si cum se diferentiaza una de
cealalta?

In lucrarea Laboratorul de matematicd, aparutd in 1973, Acad. N. Teodorescu atinge
acest subiect n primul capitol, facand referire la Jean Piaget:

Structura logica a mintii copilului nu este aceeasi ca a adultului gi nu atinge stadiul adult
de dezvoltare Tnainte de varsta de 11 — 12 ani.

In teoria lui Piaget se mentioneazd mai multe stadii de dezvoltare la copii, primul fiind
cel senzorimotor, durdand aproximativ pana la vdrsta de doi ani. Stadiul urmdator
preoperational tine pana la sapte ani, cand lasa loc stadiului operational concret, care
duce copilul pana aproximativ la vdrsta de 11 ani. Ultimul stadiu incepe dupa aceasta
varsta sub numele de stadiu operational formal, care este un nivel adult de gandire
(conform lucrarii Laboratorul de matematica, N.Teodorescu, Gh.N.Rizescu, B.lonescu,
D.Ogrezeanu, Ed. didactica si pedagogica, Bucuresti, 1973, pag.4-6).

DI. Academician Teodorescu vorbeste in aceastd lucrare, chiar de la bun inceput, despre
un mod stiintific de a gandi la elevii scolii de cultura generala, referindu-se astfel la
ultimul stadiu, cel operational formal.

Eu consider ca cele doud tipuri de gandire amintite initial, cea aritmetica respectiv cea
algebrica pot fi incluse, asimilate celor doud stadii de dezvoltare ale elevilor, cel
operational concret, respectiv cel operational formal.

Desigur ca ne sta pe limba o prima intrebare: mai exact cand, la varsta de 11 — 12 ani, are
loc trecerea respectiva? Pentru cd noud, profesorilor ne-ar conveni ca acest punct de
trecere sa fie cat mai repede, astfel Incat sa ne adresam elevilor cat mai stiintific, nu
aritmetic, ca invatatoarele. Din Pedagogia Waldorf indraznesc sa sustin un raspuns
orientativ statistico-teoretic, anume la 11 ani si 8 luni. Dar acesta este doar un raspuns
sec, realitatea din clasa putand fi bulversanta atat pentru profesor, cat si pentru copii: unii
elevi trec mai repede n noul stadiu de gandire, altii mai tarziu. In plus, acestui fenomen i
se mai adauga si alti factori, cum ar fi intelectualizarea precoce dar superficiald, ce apare
la tot mai multi elevi, datoritd educatiei moderne si a folosirii mijloacelor IT
(calculatoare, internet, tablete, smartphon-uri). Aparent la multi copii trecerea are loc deja
in ciclul primar, dar capacitati concrete de gandire algebrica nu se mai instaleaza uneori
nici in clasa a VIlI-a.

Din punct de vedere al materiei, al lectiilor, marile intrebari legate de acest subiect ar fi
urmatoarele: unde se face trecerea de la gindirea aritmetica la gindirea algebrica, si
mai ales, care ar fi diferentele dintre aceste tipuri de gandire, daca tot le-am amintit? lar
apoi, cand ar fi potrivit sa fie trecuti elevi, ca mare masa, de la o gandire la cealalta?
Cand am spus ‘“ca mare masa” m-am gandit la blocul mare de elevi, masa mare de sub
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Clopotul lui Gauss, nu doar la varfuri, la olimpici si la cei mai precoce dezvoltati, care
oricum reprezinta un procent foarte mic din total.
Nu mi-am propus sa raspund tuturor acestor intrebari cu aceasta ocazie, dar indraznesc sa
sustin c¢d un criteriu pentru stabilirea trecerii de la aritmetica la algebra ar putea fi
respectarea sau nerespectarea ordinii operatiilor (accentuez, acesta ar putea fi un
criteriu, nu sustin ca ar fi singurul criteriu si nici nu sustin ca ar fi cel mai bun criteriu de
departajare).
Este clar, aritmetica respecta ordinea operatiilor (mai ntdi puterea, apoi cele de
ordinul doi, iar in final adunarea si scaderea, daca sunt scrise curat, fara distorsionarea
prioritatilor prin paranteze). Dimpotriva, algebra reuseste sa faca calcule si acolo unde
aritmetica se blocheaza, sdrind 1n anumite situatii ordinea clasicd a operatiilor (un
exemplu Tn acest sens ar fi factorul comun).
Putem spune pe scurt ca algebra sparge ordinea aritmetica a operatiilor. Dar nu o face
la Tntdmplare, ci conform unor proprietati si reguli bine studiate si riguros stabilite.
Acestea se invata la scoald si avem pretentia ca elevii sa le poata aplica ,,din prima”.
Elevii buni, cei care au facut pasul dinspre gandirea aritmetica spre gandirea mai evoluata
a algebrei, reusesc sa aplice aceste reguli noi ,,din prima”. Elevii la care aceasta trecere
inca nu s-a produs vor avea Insa mari dificultiti Tn aplicarea “noii matematici” si au
nevoie de multd rabdare si exercitiu pana reusesc si ei sa le stdpaneascd; de multe ori
acestia fac saltul doar la recapitularea si pregatirea din clasa a VIII-a a examenului.

*
Odata intelese aceste aspecte, sd aruncam o privire asupra lectiei despre puterea
numerelor naturale, operatie care este introdusa prima data in sem. | din clasa a V-a,
anume cum arata inca aceasta lectie in mintea multora dintre noi.
Lectia traditionala se desfagura in felul urmator: mai Tntdi avea loc o scurtd explicatie
(poate definitie) a operatiei, cu denumirea termenilor (bazd, exponent) urmata de cateva
exemple, dupa care se trecea la proprietati. Totul dura de obicei o ora, dupa care se
ajungea la exercitii si la tema, prin exercitii intelegand aplicatii la proprietatile studiate.
Cine s-a prins ,bravo lui”; dar pentru elevul la care lucrurile au mers prea repede,
“ghinion!”. Multi profesori mai predau si acum dupa acest model. Si asa ne trezim cu
elevi prin clasa a Vll-a care, intrebati de operatia de putere, zic ca este un fel de
inmultire, pentru ca ei acolo s-au pierdut de profesor si pierduti au ramas.
Céat despre manuale/culegeri n anii ‘2000, majoritatea nu prea aveau decat sporadic
exercitii pentru primul pas al lectiei, cel de invatare si insusire a noii operatii de putere.
Se scédpa faptul ca aici trebuie suficiente exemple, astfel incat elevul de nivel mediu sa
poata exersa noua operatie si aspectul imediat legat de aceasta, anume pozitionarea
acesteia 1n ordinea operatiilor.
In acest sens programa oficiald schimbatid de cativa ani buni, este clard: proprietitile
operatiei de putere care nu respecta ordinea operatiilor au fost trecute la inceputul clasei a
Vl-a. Noile culegeri folosite ca manuale actuale (revizuite anual) s-au adaptat noilor
programe si au efectuat schimbarea macar la suprafatd, dar cati dintre profesori i-au si
inteles sensul? Intreb pentru ci in culegerile-manuale pentru clasa a V-a au mai rimas o
sumedenie de exercitii care folosesc gandirea algebrica si unele proprietati ale operatiei
de putere care nu mai sunt in programa (au fost scoase din “lectie”, dar au ramas la zona
de “recapitulare”). Fara sa mai vorbesc de culegerea primita acum, n septembrie 2015,
de la o editura, ca material promotional, si in care lectia apare prezentatda “dintr-un foc”,
in forma ei clasica, deci cu cei doi pasi intr-o singura lectie!
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Sper cé e clar de ce este gresita vechea forma a lectiei: pentru majoritatea elevilor erau
prezentati doi pasi foarte dificili intr-o singura lectie, introducerea unei noi operatii si
apoi saltul la gandirea superioari, algebrica. Un pas nou l-ar mai face ei, dar doi pasi
noi deodata era pur si simplu prea greu pentru foarte multi elevi! Si asa incepeau
problemele acasa, la facutul temei cu parintii, sau la copierea temei de la alti colegi etc.
Prin prezentul eseu incerc sa lamuresc importanta fragmentarii acestei lectii in doi pasi,
primul fiind operatia de putere in forma ei simpli (inclusiv cazurile particulare n*, n°,
1" 51 0") si aplicarea acesteia in functie de ordinea efectuirii operatiilor (deci exercitii
in viziunea aritmetica, deja cunoscuta si doar extinsa cu noua operatie).
Abia dupa ce operatia de putere functioneaza bine (adica macar saptamana urmatoare,
desi programa prevede acest pas in anul scolar urmator), se poate trece la etapa a doua,
cea algebrica, adicd la proprietitile operatiei de putere si la felul in care prin acestea se
incalca ordinea operatiilor.
*

Pentru cei doritori de a preda cat mai potrivit varstei §i a-1 atrage pe cat mai multi elevi
spre noua lectie, mai dam in continuare un pont.
Suntem obisnuiti sa introducem noile continuturi destul de sec, prin definitii Sau scurte
explicatii teoretice (ganditi-va cati elevi rateaza astfel inceputul lectiei doar pentru ca-si
cautad o ascutitoare sau un patron de cerneald exact in scurtul moment al definitiei).
Lectiile noi prind mult mai bine daca sunt precedate de o introducere din lumea reala,
poate o situatie, o poveste scurta datorita careia, prin problematizare se starneste
interesul elevilor.
In cazul de fata, al introducerii operatiei de putere, cel mai potrivit ar fi ca in ora
precedentd sa le propunem elevilor renumita problema cu boabele de pe tabla de sah.
Exista multe variante ale acestei povesti cu inteleptul care 1-a Invatat pe un rege jocul de
sah. Cand inteleptul a vrut sa plece inapoi in tara sa, regele a vrut sa-1 rasplateasca cu
toate bogitiile lumii. Inteleptul, pentru a-i da regelui o ultima lectie la ingdmfarea sa, i-a
cerut doar atat: pe primul patratel al tablei de sah un bob de grau (povestea merge si cu
boabe de orez), pe al doilea patratel doud boabe, pe al treilea patratel patru boabe si asa
mai departe, pe fiecare patratel dublul boabelor cate erau pe patratelul precedent.
Elevii vor primii ca tema sa calculeze cate boabe sunt de pus pe fiecare patratel al tablei
de sah (desigur fara calculator, ca sa exerseze inmultirea).
Va puteti inchipui, in ora urmatoare, dupa introducerea operatiei de putere, la exemple,
cand veti scrie puterile lui doi ce mare bucurie va fi in clasa. Atunci vor intelege de ce se
numeste PUTERE.
Legat de acest moment, o colega isi aminteste cat de nedumeriti sunt elevii la rezultate de
tipul 2%. Pentru elevul aflat incd la nivelul de gandire aritmeticd acest ridspuns este
neterminat. De-abia mai tarziu elevii pot intelege magia unui astfel de raspuns. Este deci
evident ca la problema cu sahul, prezentata ca introducere, nu vom veni cu raspunsuri de
tipul pe ultima patratica sunt 2°° boabe, sau mai rau, concluzii de tipul in total vor fi
nevoie de 2* — 1 boabe. Acestea pot fi tratate mai tarziu, cand mintea elevilor s-a copt
pentru un astfel de limba;j si rationamente de tip algebric.
O alternativa mult mai usoara la problema sahului, foarte atractiva mai ales baietilor, ar fi
studiul numarului de echipe care participa la o cupa de fotbal cu finale, semifinale,
sferturi, optimi etc. Din acestea se pot apoi deduce legaturile cu puterile lui doi, dar
efectul nu este nici pe departe acelasi ca la problema sahului

Sept.2015, C.Titus Grigorovici
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Efectuati urmatoarele calcule respectand ordinea operatilor:

CoNoOR~wNE

32-3-2°
3*-5.24
(5°-4%):3
12°+122:6- 4

23 +123_32_032
8-2°-3:24
33+3-2°-3*
10-12%: (11 -9)*
6°+3°-6°+0°
10%- (25°-5%:5
13+33+53
(8°+3-2%:52
1+2°-(82-4%)
3:2°:[3-(11-39)]
(148 - 48 :2%) : 29
5%.3:52-2%.3:2°

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

5°+4%: (3% + 22+ 1Y

(53_ 33) 72 _ 1597 1108

144 : (7°=1°+ 0" = 5%+ 29

54— (17 +5)?+17°-52-5.23
32+21°-212-21-2+1):2°
10* +[3%+ 2% (3°-5%-5%:10
171 (7-3-2% - (2°+ 3% : 17° + 1
2+5%°+7-[3-2°-5-(2-3%-51)]
(2°-2%+28-22+21-2%: (2%-2%
[122-11:(3°*-2%]:11
17%-288: (5% +19) - 28+ 17°
(19-7-2)° - (19 - 2%)?

(25— 1%) 1 [1 + 7%: (2°-59)]

(1'+ 22+ 3%+ 4% + 5°) : 3413

10- 122+ 6% - 3% (82-198 : 11 - 3)
[2+2-(3%+2-5%:10-7)1:10°
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Efectuati urmatoarele calcule respectand ordinea operatilor:

CoNoO~wNE

32-3-2°
3*-5.24
(5°-4%:3
12°+122:6- 4

23 +123_32_03Z
8-2°-3:24
33+3-2°-3*
10-12%: (11 -9)*
6°+3°-6°+0°
10%- (25°-5%:5
13+33+53
(8°+3-2%:5°
1+2°-(82-4%)
3:2%:[3-(11-39)]
(148 - 48 :2%) : 29
53.3.:52-2°.3:2%

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

5°+4%: (3% + 22+ 1Y

(53_ 33) 72 _ 15987 4108

144 : (7°=1°+ 0" = 5%+ 29

54— (17 +5)?+17°-52-5.23
32+21°-212-21-2+1):2°
10*+[3%+ 2% (3°-5%-5%:10

17 (7-3-2% - (2°+ 3% : 17° + 1
2+5%°+7-[3-2°-5-(2-3%-51)]
(2°-2%+28-22+21-2%: (22-2%
[122-11:(3°*-2%]:11

17°-288 : (5% +19) - 28 + 17°
(19-7-2)° - (19 - 2%)?

(25— 1%) 1 [1 + 7%: (2°-59)]

(1*+ 22+ 3%+ 4% + 5°) : 3413

10- 122+ 6% - 3% (82-198 : 11 - 3)
[2+2-(3%+2-5%:10-7)"]:10°
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